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Ueber kanonische Systeme algebraischer Functionen 

einer Veränderlichen, die einem Gattungsbereich 

dritter oder vierter Ordnung angehören. 

(Von Herrn Karl Fischer,) 



Einleitung. 

llja sei y Wurzel einer irreduciblen Gleichung 

(1.) r-n{x).y-'+f,(x)y^-'>-±ax) = 0, 

deren Coeffieienten rationale Functionen von x sind, und ©(x, y) der Bereich 
oder „Körper" aller rationalen Functionen von x und y. Wie Herr Hensel 
in seiner Abhandlung: „Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der Theorie 
der algebraischen Functionen einer Variablen"*) gezeigt hat, lässt sich ein 
beliebiges System von i» zu @ gehörenden Grössen für jede Stelle a: = a 
auf eine gewisse „kanonische Fofm" reduciren, und mit dieser Transformation 
eines Systems in seine kanonischen Formen ist unter anderem das Problem 
der Herleitung eines Fundamentalsystems für alle algebraisch ganzen Grössen 
in @ vollständig gelöst 

Die vorliegende Arbeit will zeigen, wie sich in algebraischen Körpern 
zweiten, dritten oder vierten Grades die Reduction der Basis (1, y, .•., y""^) 
auf ihre kanonischen Formen im Einzelnen gestaltet. Die Elemente der ka- 
nonischen Systeme werden sich dabei als rationale Functionen von y und 
Ai •••? fn ergeben, ohne dass die Variable x noch explicite in ihnen auf- 
tritt. Ist z. B. f» = 2, so ist das System (1, y—^f^ für alle Punkte im 
Endlichen kanonisch. Der Punkt a; = oo soll Überhaupt ausser Betracht 
bleiben. Im allgemeinen Körper dritten Grades giebt es zwei, in dem 
eierten Grades fünf Systeme rationaler Functionen von (y, /i, ..., /i,), von 
denen immer wenigstens eins für einen beliebigen Punkt x^a eine ka- 
nonische Basis ist. 



*) Journal für Mathematik^ Bd. 115. 

Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. 
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Herr Hensel geht in seiner oben genannten Abhandlang von folgendem 
Satze ans: 

Componirt man ein System S, das ans it^ Grössen eines beliebigen 
Rationalitätsbereiches besteht, mit irgendwelchen Systemen, deren Elemente 
ganze Grössen eines Bereiches sind, so ergiebt sich ein System S\ dessen 
Elementartheiler Vielfache derer von S sind. 

Es seien nun Y^% Y^^^, ..., Y^""^^ i» Functionen in @, ferner yo? y^ •••, y«-i 
die conjugirten Werthe oder Zweige von y und Yjp^ Y[^^ . . ., y^\ diejenigen 
von Y^'\ Die Determinante |Yi'^| (t, ä = 0, 1, .•., «— 1) möge nicht identisch 

verschwinden, und (a:— ö) ' sei die höchste Potenz von x— ö, die in allen 
aus (Jlp) zu bildenden Determinanten (t+l)-ter Ordnung enthalten ist. Setzt 
man alsdann: 

so sind die Potenzen (x—ay% (x— ö)% ..., (aj— ö)^""^ die sogenannten Ele- 
mentartheiler des Systems (Y^^) fHr den Punkt x = a, und zwar einem be- 
kannten Satze nach in derjenigen Anordnung, dass 



^ü ^ *1? • ' • J ^= *n— 1 



ist. 

Die conjugirten Werthe von Y^*^ mögen sämmtlich durch (a:— ö)'*, 
nicht aber durch eine höhere Potenz von x—a theilbar sein; das System 

(Y^^) kann alsdann in das Diagonalsystem ((o?— ö)*') und das System der 

j n^ mod. (a?— ö) ganzen algebraischen Grössen ((a? — ö)"'* . Y^'^) decomponirt 

werden. Die Elementartheiler (x—aY* müssen mithin Vielfache derer des 

Diagonalsystems ((a:— ö)*') sein. Letztere sind aber bekanntlich die Elemente 

(x—ay* selbst Nimmt man nun an, die Bezeichnung der Functionen Y^^ 
sei in der Weise festgesetzt, dass eo^e^. . .^e^^i ist, so muss noth- 
wendig eo^^o? ^i^^i? •••? ^n-i^^n-i sein. Für den Eall, dass 

ist, nennt Herr Hensel das System (Y^'^) „für den Punkt x = a kanonisch." 

Das System ((x—ay^*Yi^) ist dann mod. (a:— ö) ein „Einheitssystem"; seine 
Elemente sind im Punkte x = a sämmtlich endlich, und seine Determinante 
ist dabei in a;=»a von Null verschieden. 

Es sei (Y^%..., Y^"~^^) ein zweites System von n Functionen in ®, 
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dessen Determinante jy^^'^l nicht identisch verschwindet. Zwischen (Y^^) und 
(y^'^) bestehen dann lineare homogene Gleichungen: 

Ä=.«) * A=iJ 

in denen die Coefficienten ujp und mJ['^ rationale Functionen von x sind. 

Wenn nun sowohl die Functionen u^fp^ wie die Functionen iij'^ im Punkte 

x=^a sämmtlich endlich sind, sollen die Systeme (7^*^) und (F^*^) als 
„mod.(a?— ö) äquivalent" angesehen werden. Die Coefficienten-Systeme (u^^) 

und (u^^) sind reciprok; die nothwendige und hinreichende Bedingung für 
die betrachtete Aequivalenz reducirt sich also darauf, dass in einem der 

Systeme (u^^) und (u^^) alle Elemente mod. (x—a) ganz sind und ihre Deter- 
minante mod. (a:— a) von Null verschieden ist. 

Das System (7^*0 ist aus («i'O und (yi*>), das System (Yj^^) aus 

(tii'^) und (Yi^'*^) componirt. Wenn also die Componenten (wj*^) und (u^^^) 
beide aus mod. (x— 0) ganzen Elementen bestehen, so müssen sowohl die 

Elementartheiler des Systems Y^^ für den Punkt x = a Vielfache derer von 

(^Yi^) sein, wie auch umgekehrt letztere Vielfache derer von YP. Alle 
mod.(x— ö) äquivalenten Systeme (Y^^) besitzen also in Bezug auf den Factor 
x—a die gleichen Elementartheiler. 

Herr Hensel hat nun gezeigt, dass für beliebiges x--a jedes System 
in ein äquivalentes transformirt werden kann, welches für die Stelle a? = 
kanonisch ist. In der darauf folgenden Herleitung des „neuen Fundamental- 
satzes in der Theorie der algebraischen Functionen einer Variablen" ist 
dieser Satz dann das wesentlichste Beweisglied. 

Ist ein System (Y^^) mod.(a?— a) auf eine kanonische Form reducirt, 
so sind die conjugirten Werthe von Y"^'^ sämmtlich durch den Elementar- 
theiler (x—af* theilbar, durch eine höhere Potenz von x—a aber nicht. 
Die Grössen Y^\ ..., Y^Üi sind aber die Wurzeln einer Gleichung vom 
iiten Grade, deren Coefficienten rationale Functionen von x sind. Be- 
zeichnet man diese mit 1, C^, C2, ..., C„, so ist der grösste gemeinsame 

Theiler aller Wurzeln Yj^*^ mit dem der n Grössen 

j_ 

identisch; die Exponenten 6, sind also rationale Zahlen, deren Nenner nicht 
grösser als n ist. 

1* 
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Man denke sich jetzt für eine bestimmte Stelle o; = a die Elementar- 
theiler aller Systeme (Fi'O gebildet, deren Determinante nicht identisch ver- 
schwindet. Reducirt man dann Cu? «i? •••? «n-i auf ihre positiven echt ge- 
brochenen Reste, so ist nach Herrn Henseh Fnndamentalsatz das entstehende 
Restsystem — abgesehen von der Reihenfolge der einzelnen Brüche — für 
jede Basis Y^'^ das gleiche. Für den Fall, dass «o, Ci, . . ., €„_i selbst schon 
sämmtlich dem Intervall ^ c <I 1 angehören, und auch nur unter dieser Be- 
dingung ist (Y^^) ein sogenanntes „Fundaraentalsystem" für alle an der Stelle 
x-= a endlichen Grössen in ®. Man versteht darunter bekanntlich ein 
System von folgender Eigenschaft: Es seien, was auch für alle späteren 
Stellen gelten soll, «i,„ Wi, ... beliebige rationale Functionen von x; als- 
dann umfasst die Form 

wenn \Yjp\ nicht identisch gleich Null ist, sämmtliche Grössen in ®. Ist 
nun (y^'^) ein Fundamentalsystem mod. (a?— ö), so ist y dann und nur dann 
im Punkte x=^a endlich, wenn auch alle Coefficienten «i,„ «i, ..., fi,_i 
dort endlich bleiben. 

Um ein Fundamentalsystem fllr den Punkt a: = ö zu erhalten, braucht 
man nur eine beliebige Basis in eine mod. (x—d) kanonische zu transformiren 
und dann jedes Element Y^^ durch die höchste Potenz von oj—a zu divi- 
diren, die in seinen sämmtlichen conjngirten Werthen enthalten ist und einen 
ganzzahligen Exponenten besitzt. Das neue System gehört dann wiederum 
dem Bereiche @ an und ist ebenfalls für den Punkt x = a kanonisch; die 
Exponenten seiner Elementartheiler sind aber positive echte Brüche. 

Für alle Punkte, wo | Y^'^ I nicht verschwindet, ist ein System ganzer 
Elemente (Y^^) von vornherein ein Fundamentalsystem. Ist (Y^^) ein 
solches für alle Stellen im Endlichen, so sind in der Reihe der Grössen 

f^,y^'Htiir^^+-+fi„-iy^''-^^ 

alle diejenigen, aber auch nur alle diejenigen für jeden endlichen Werth 
von X endlich, also ganze algebraische Functionen von x, bei denen fi,j, 
Hl, • . ., fi^^i ganze rationale Functionen sind. Die Existenz derartiger Funda- 
mentalsysteme hat Kronecker in seiner Abhandlung: „Ueber die Discriminante 
algebraischer Functionen einer Variablen"*) folgendermaassen bewiesen: 



*) Journal für Mathematik, Bd. 91. 
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Sämmtliche Grössen in & besitzen die Form: 

Es sei jetzt vorausgesetzt — und diese Annahme will ich bis zum Schluss 
dieser Arbeit beibehalten — dass y eine algebraisch ganze Function von 
X, dass also jeder der Coefficienten /i, ..., /*» in (1.) eine ganze rationale 
Function dieser Variablen ist. Wenn dann w ebenfalls eine algebraisch 
ganze Function von x ist, können die Coefficienten u nur solche Nenner 
besitzen, die in der Discriminante D der Gleichung (1.) als Theiler ent- 
halten sind. Unter allen algebraisch ganzen Functionen w, die in Bezug 
auf y vom Grade i («^»— 1) sind, muss sich also eine: 

befinden, in welcher der Nenner des in seine reduciite Form gesetzten 
ersten Coefficienten 

eine ganze rationale Function möglichst hohen Grades von x ist, und n 

derartige Functionen (^^*^^ = 1, ^^^\ ...,^^"~^0 bilden dann ein Fundamental- 
system für alle Punkte, in denen keiner der Zähler M^ Mz^ ..., M^^i zu 
Null wird. Durch eine leichte Transformation lässt sich erreichen, dass 
an die Stelle von\Jfi, Jlj, ..., M^^i die Constante Eins tritt, und die so zu 
erhaltenden algebraisch ganzen Functionen von x: 

sind dann ein „absolutes Fundamentalsystem'^ für alle Punkte im End- 
lichen. 

Von den Nennern iV^_i, iV._2, • • • ? ^o = 1 weist Kronecker nach, dass 
jeder von ihnen durch alle folgenden theilbar ist Stellt man nämlich die 
Grösse y ^^'"^^ (» ^ « — 2) linear und homogen durch das Fundamentalsystem 
(^(*>) dar, so erhält man einen Ausdruck von der Form: 

(2.) i,^^«-^> = _^^(o+^^._^^(*-i)+...+^^co. 

da yt^*'^^ zu den algebraisch ganzen Functionen von x gehört, muss jeder 
Coefficient hierbei eine ganze rationale Function von x, also iV< ein Viel- 
faches von Ni^i sein. 
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Ans (2.) folgt ausserdem noch, dass iV. nicht nnr der Nenner des 
ersten Coefficienten in 

ist, sondern auch der kleinste gemeinsame Nenner aller Coefficienten. Es 
ist nämlich: 

(3.) NX''' = iV,-,[y^'->-fi,.,^^'-^ — u^tn- 

Es sei nun bereits bekannt, dass iV„, iVi, ..., Ni^^ die Generalnenner der 
Coefficienten bezw. von t'''\ t'^\ ..., ^^'"'^ sind; dann besitzen Nut'^^\ 
^1^^^ ..., iVi_i^*~^^ als lineare homogene Functionen von 1, y, ..,, y'~^ 
ganze rationale Functionen von x zu Coefficienten, und bei iVi_i^^% . . ., Ni^X^'"^^ 
ist dies folglich auch der Fall. Nach (3.) müssen mithin auch die Coef- 
ficienten von S^*^ durch Multiplication mit N^ zu ganzen Functionen werden. 

Was die Frage betrifft, wie man ein Fuiidamentalsystem herleiten 
kann, so hat Kronecker in seinen „Grnndzügen einer arithmetischen Theorie 
der algebraischen Grössen" nachgewiesen, dass diese Aufgabe — auch für 
algebraische Functionen beliebig vieler Veränderlichen — auf die Auf- 
lösung linearer Gleichungen zurückführbar ist, die er aber nur charakterisirt, 
ohne sie anzugeben. Für algebraische Functionen einer Veränderlichen 
hat dann Herr Hensel die zur Ermittelung eines Fundamentalsystems noth- 
wendigen und hinreichenden Gleichungen wirklich aufgestellt; dne Form 
derselben findet man unter dem Titel: „Ueber die Darstellung der ganzen 
algebraischen Functionen einer Variablen durch ein Fundamentalsystem" in 
Bd. 111 des Journals fUr Mathematik, eine zweite, noch einfachere, in der Ab- 
handlung: „Th^rie des fonctions alg^briques d'une variable". Acta math. 
Bd. 18. Die Coefficienten der aufzulösenden Gleichungen sind dabei rationale 
Functionen von Xy und wenn man nur eine bestimmte Stelle x = a betrachten 
will, so findet man für diese das Fundamentalsystem auch gleich in 
seiner kanonischen Form, während Kronecker die Wurzelgrössen, die in den 
einzelnen Elementen eines Fundamentalsystems noch enthalten sein können, 
ganz ausser Betracht lässt. 

Wenn die Discriminante D der Gleichung (1.) im Punkte x = a 
von Null verschieden ist, so bilden bereits 1, y, ..., y""^ ein kanonisches, 
wie auch ein Fundamentalsystem mod. (a;— ö). Nur eine endliche Anzahl 
relativer Fundamentalsysteme ist also aufzustellen. Herr Hensel verfährt 
in der Weise, dass er aus einem Fundamentalsystem für q Nullstellen von D 
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ein solches für (>+l und schliesslich ein absolutes Fundamentalsystein her- 
leitet. Man kann aber, auch erst zu jeder Nallstelle von D ein besonderes 
Fandamentalsystejn aufsuchen und diese dann auf folgende Art zu einem 
Fundamentalsystem für alle Stellen im Endlichen zusammensetzen: 

Es seien x—a^ (p = 0, 1, .•., ä) die verschiedenen Linear&ctoren von 
D und S^^»% ^^^'^\ ,.., ^(e»"-!) die Elemente eines Fundamentalsystems 
mod.(x— a^). Durch eine bekannte Transformation lässt sich bewirken, dass 
^(e •) iii Bezug auf y eine Function vom Grade i, also ein Ausdruck von 
der Form 

wird. Nach dem, was oben über absolute Fundamentalsysteme gesagt 
wurde, bilden n Grössen ^^^'"^, t^^'^\ -'.^ S^?'*~^^ von der angegebenen 
Form ein Fundamentalsystem moä.(x—a^) dann und nur dann, wenn sie im 
Punkte x = a^ selbst endlich bleiben, während ihre ersten Coefficienten 
u\^'*^ dort von möglichst hoher Ordnung unendlich werden. Ich kann also 
annehmen, dass die Coefficienten von t^^'^ an keiner Stelle unendlich 
werden, die von x^a^ verschieden ist und im Endlichen liegt; denn man 
braucht ja, um dies zu erreichen, aus dem gemeinsamen Nenner der Coef- 
ficienten von t^^'*^ nur alle Factoren fortzulassen, die von x—a^ verschieden, 
also mod.(a?— ö^) blosse Einheiten sind. Werden die Coefficienten von ^^^'^ 
auch bei x = a^ nicht unendlich, so kann man t^^' '^ durch y' ersetzen, und 
falls sich in jedem der Systeme S^^'^ S^^'^ . • ., S^^'"~'^ das Element iten 
Grades auf y' reduciren lässt, kann man die Grössen (1, y^.-'^y') als die 
ersten i+l Elemente des zu ermittelnden absoluten Fundamentalsystems 
^^"\ t^'\ ..., S^"-'^ ansehen. 

Anderenfalls seien ^^"»'^^ t^^'^, •••> C^'*^ diejenigen Elemente vom 
iten Grade, die gebrochene Coefficienten behalten haben; dann bilde man 
aus diesen zunächst den Ausdruck 

Derselbe stellt eine algebraisch ganze Function von x dar, die in Bezug 
auf y wiederum vom Grade i ist; in ihr ist aber der Coefficient von y* in 
jedem der Punkte x = aoj öj, ..., a^ von möglichst hoher Ordnung un- 
endlich. So bleiben zj B. im Punkte x =r(h die Coefficienten der Elemente 
^0.0^ ^(2,0^ ^ ^ ^^ ^it,i) gämmtlich «ndlich; diejenigen von t^^ mtissen also 
dort von gleich hoher Ordnung unendlich werden, wie die von ^^"••^' ist 
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also (^^"'•O ein Fundamentalsy stein für den Punkt x = a^^ so ist (^^^) eben- 
falls eins. Macht man nun noch in jedem der Elemente ^ ^^ den Zähler des 
Coefficienten der höchsten Potenz von y zu Eins, so erhält man ein Funda- 
mentalsystem für alle Stellen im Endlichen. 

Die Aufgabe, ein Fundamentalsystem ganzer Grössen in ® anzu- 
geben, ist somit auf die umfassendere zurückgeführt, die Basis (1, y, . . ., y*"0 
in ihre kanonischen Tjrpen zu transformiren. Ich werde den Factor, in 
Bezug auf den das neue System kanonisch sein soll, von nun an mit x 

bezeichnen, x * sei die höchste Potenz von x, die in allen aus (^j^) zu 
bildenden Determinanten (i +l)-ter Ordnung enthalten ist, und cT,— J,«! gleich «<. 
Hierbei ist (Jo = «o = , mithin «i = c^i. Auch den kanonischen Systemen 
lässt sich die Form geben, dass ihre Elemente, die ich t)^"^ ö^^^ ö^""*^ 
nennen will, in Bezug auf ^ bezw. den Grad 0, 1, ..., n — 1 besitzen, 
dass also 

ißt, und zwar ist ein System von diesem Typus dann und nur dann mod. x 
dem System (1, y^ . . ., 9"'^) äquivalent und gleichzeitig kanonisch, wenn sämmt- 
liche Coefficienten im Punkte a? = endlich und die conjugirten Werthe 

von t>^^ sämmtlich durch x^Vtheilbar sind. Ich erwähnte bereits, dass die 
Coefficienten rationale Functionen von /i, /21 • . •? A s®*^ werden. 

§1. 

Zwei specielle Fälle von kanonischen Systemen in Gattungsbereichen nter Ordnung. 

Ich stutze mich bei den nächsten Ausführungen auf einen Satz aus 
der Theorie der Determinanten, den ich, so elementar und bekannt er auch 
ist, doch zuvor nochmals angeben möchte. 

Aus zwei quadratischen Systemen beliebiger Grössen 

af^ = \ ) und 6^«> = ( 1 

\(j^r'\ . . ., a^iv \b\r'\ . . ., b^:-:'' 

sei das dritte gebildet: 

Ich denke mir also die Systeme (a) und (6) in der Art componirt, 
dass Zeile mit Zeile verbunden ist. Femer mögen 

\^ßjlx^^i-.l 1 l^ß^flty^ßi^l ? \^ß^l.^ßi^l 
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diejenige^ Determinanten aus den angegebenen Systemen bedeuten, in denen 
die Horizont^en die oberen Indices o^), a^, ..., a^^^, die Verticalen die 
unteren Indices ßo^ ßx^ ..., /9,., haben. Alsdann bestehen die Identitäten: 












'\b 



ß^*ß\v-»tßi^\ I 



Die Snmmation erstreckt sich hierbei, während «oi • • • ? «.-n /^o» • . • , ßi-\ feste 
Werthe besitzen, auf alle Combinationen /U«, iU^, ..., |i,_i innerhalb 0, 1, . .., «— 1. 
Es werde jetzt <> = b';^ = y% mithin cf^ = yi^^+yr^+^+yll? = ««+;9 ge- 
setzt; an die Stelle der Systeme (a) und (b) trete also 



(ff Ol ffn • • M yJ-i)? 



(a = <',l, ...,«— 1) 




an die Stelle von (c) das „einreihige" System der Potenzsummen 

*Ui *17 • • M *n— 1 

und an die Stelle von |c^^',^!lj| mithin diejenige Determinante |«^^^i;^^ll|i 

in welcher die Elemente der ersten Horizontalen die Indices a^+ß^)^ 

«ü+A? •••? «o+/5*-n die der zweiten die Indices «i+Z^üi «i+A, •••? «i+/^i-i 
tragen u. s. f. Die obige Gleichung geht hierdurch in folgende ttbem 



(1.) 



ß$ißif«*ßi^i 



— ^» j yy.n._u. . I • 



w 



'/'•»."IH-I^I-I 



ß^ßy—tßi—l I 



Sämmtliche Determinanten iter Ordnung aus dem System («a+^) sind also 



2S 



indentisch durch x "^ theilbar. Ich will nun die Hauptdeterminanten 



Do = «ü, öl = 







*()? ^11 *2 


^0? *1 


, 02 = 


*li *2? *3 


*1, «2 




*2? *3» *4 



D.= 






2<!, 



„mod.a; regulär" nennen, wenn D^ auch nur durch x * und keine höhere 
Potenz von x theilbar ist, und ich gebe jetzt ein Verfahren an, nach rWelchem 
sich ausser t)^^'^ = \ noch so viele Elemente des kanonischen Systems be- 
stimmen lassen, wie unter den Hauptdeterminanten Du? ^n • • •? ^n-a reguläre 
sind. Die nächste Hauptdeterminante: 



•^»-1 — l-' — I *ü.l,^^-l 
Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. 
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ist die Discriminante der Gleichung für y; sie ist stets regulär, kommt aber für 
die ins Auge gefasste Herleitung kanonischer Elemente nicht mit in Betracht 
Es giebt nämlich n— 1 Grössen 



|(0. •/•)«• J_4*(») «»— 1 



w^'^ = iij'jj,«+tt}:i,j,-H...+i|C. 



(0 



(1=1, 2, ..., n-1) 



von der Eigenschaft, dass jeder der conjugirten Werthe von to^^ durch 
^di+ •-! theilbar und der Coefficient von y' in w^^ gleich /),_i, jeder folgende 
aber ebenfalls eine Determinante iter Ordnung aus (s^^ß) ist. Bildet man 
dann den Quotienten 



!?(•> = 






so ist dieser, wenn D^.i regulär ist, ein kanonisches Element; denn er ist 

noch durch x • *~^ = x^' theilbar und beginnt dabei mit dem Gliede y*, 
dessen Coefficient zu Eins gemacht ist, während jeder folgende Coefficient 
eine bei a? = endliche rationale Function von «i, ^2» •••? *« ^^d mithin 
auch von x ist. 

Um eine algebraische Form w^^ von der geforderten Beschaffenheit 
zu erhalten, bilde man für ihre conjugirten Werthe die Ausdrucke: 



(2.) 



<' 



= (-1)'^ j,y;i-,^'-- 



if) 



Mu/'i^.l'i—l \ ' 






= (■ 






1, 


1, 


1, 


. . ., 


1 




1, 


1, 


. . ., 


1 


Vk, 


y^^ 


»l-.» 


• • •> 


y^-i-x 




j'/.^ 


»>..» 


• • •? 


yM>-, 


yl> 


y^ 


y\> 


• ' '? 


yli-i 


• 


y^v 


y'^.J 


• • •? 


yli-i 


• • 

Vk 9 


• • 


• • 


• • • 
• • •? 


• • 

y'.-lx 




• • 


• 4 


• # 4 





y'k, 



y 



t 



»)«. 



/»■> 



• • • 



»;'.-i 



Hierbei sollen, während & einen festen Werth hat, die Indices ^o? A^i» •••? i"<-i 
alle Combinationen der Zahlen 0, 1, . . ., »—1 zur iten Klasse durchlaufen; 
die Glieder, in denen eine der Zahlen fi gleich k ist, verschwinden identisch ; 
ich denke mir jedoch die Summation, was für das Folgende wesentlich ist, 
auch auf sie erstreckt. 

Durch x^'^^'-^ ist wi^^ theilbar, weil jedes einzelne Glied es ist. 

Die Grössen wj^^ sind also nur noch in die Form 
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ZU setzen, wo die Coefficienten uj^, . . ., f«^'^ rationale, und Äwar bei jeder 
der fi Grössen fr,V\ . . ., tri'li dieselben rationalen Functionen von s^ «2? •••? «n 
und mithin auch von x sind. Daraus geht dann von selbst hervor, dass 
die Grössen iri'^ . . ., wi^Li einander conjugirt sind, was übrigens an ihrer 
ursprünglichen Form ja ebenfalls ersichtlich ist. 

Man entwickele zu dem angegebenen Zwecke die Determinanten, 
die den ersten Factor der einzelnen Glieder von w^^ bilden , nach den 
Elementen in ihrer ersten, bei allen Gliedern wiederkehrenden Spalte: 
I9 Vky yly • • •> yi' Fasst man dann zunächst alle mit dem letzten Element 
y[ multiplicirten Grössen zusammen, so erhält man den Ausdruck: 



1, 1, 



2 

0«) 



f/«.» 



»^,. 



• ... 



• • . 






Vho ' y^i ' 



'? 



r^ilr 



= H #/'' '• -»*"^ ' 



der nach (1.) mit der Hauptdeterminante A-i = I «5ir.i-i I identisch ist. In 
ähnlicher Weise ergiebt sich allgemein der Coefficient von yl (h^i) in 
Form der folgenden symmetrischen Function aller Wurzeln: 



A 1 Y'-* Tl fi"' '' «^A— l,H-l,-^i I I ,/», 1, .»,1—1 






Der Coefficient von j^* in ir^*^ (womit ich jetzt wieder die Grössen irj'^, . . ., fo^li 
promiscue bezeichne) stimmt also, und zwar auch dem Vorzeichen nach, 
mit derjenigen Determinante überein, die in 



A = 



*U} 


»1, 


• • • • 

t 


»i 


• • 


»21 

• • 


• • • 


»i+l 

• • 


*i— 11 


»., 


• • •> 


Sii-i 


«., 


*■+! 1 


• * •? 


«« 



dem in der letzten Horizontalen stehenden Element «.^^^ adjungirt ist; ich 
will dieselbe in dieser Eigenschaft mit adjSi^j, bezeichnen und daran die 
folgende beiläufige Bemerkung knüpfen: Bildet man, ausgehend von 



tr^'^ = adjSi+yadjSij^^+y^adjSi^^+'^'A-y'adjSii 

die Spur, d. h. die Summe der conjugirten Werthe von y*.fr^'\ so erhält 

2» 
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man dieselbe in Form der Determinante: 



ShadJ8i+8f,^iadjSi^i+Sf,^2adj8i^2'\ f-«A+.arf;«2i = 



« 



0? 



8 



M 



8 



n 



«2? 



*•— l? *ij 



*Ä5 



« 



A4-17 



«. 



•? *•+! 



1 *2i— 1 



'7 



«A+< 



Die Spur von ir^'^, y^^^'^ •., y*"V^'^ ist also gleich Null, diejenige von 
y*w^^ aber gleich /)„ und die Coefficienten von ir^'^ sind auch durch diese 
(i+l) linearen Gleichungen eindeutig bestimmt. 

Falls die Hauptdeterminante />,.i (mod. o?) regulär, d. h. nur durch 

x^ *"* theilbar ist, kann also, wie nunmehr gezeigt ist, in dem System 
(1, ö^^\ . . ., t)^""^^), das (mod.ar) der Basis (1, y, . . ., y""^) äquivalent und 
zugleich kanonisch sein soll, das Element t)^'^ gleich dem Quotienten 



!?('> = 



A-i 



C«=rl, 2, ..., n~l) 



gesetzt werden, und wenn die Determinanten />„, D^, . . ., D^., sämmtlich 
regulär sind, erhält man auf diese Weise ein eoUständiges kanonisches System. 



Die Determinante />„ = .9,) = n ist eine Constante, also stets regulär; 
die Function tc^^^ bildet also immer ein kanonisches Element Fttr die 
conjugirten Werthe derselben ergeben sich nach (2.), wenn man dort i = 1 
setzt, folgende Ausdrucke: 






Ae'U 



= «y»-(y')+»J + - + »n-l) = «utf4-»l- 



Macht man den Factor von 9 za 1, so erhält man hierfür 

und ich will jetzt die Bedingung angeben, unter der das System 

(3.) (i' (i' - T A ). (y- 1 A y, . . M {y- 1 aD 

mod.o? kanonisch ist. 

X ' bezeichnet die höchste Potenz von x, die in allen Determinanten 
(f+l)-ter Ordnung aus der Matrix 



(»5, y\, •••, y'n^i) 



(» = ü, 1, ..., n-l) 
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enthalten ist. Eine beliebige dieser Determinanten: jy^^^J ist aber durch 
die Differenz je zweier der Wurzeln y*^, ..., y*^, also auch durch die Deter- 
minante l^^vi^l theilbar, die ja dem Producte dieser Differenzen gleich 
ist; X * reducirt sich also auf die höchste Potenz von x, die in allen Deter- 
minanten aus den ersten i+1 Zeilen von (yi) enthalten ist, und x^' ist z. B. 
grösster gemeinsamer Theiler — mod.ar — aller Wurzeldifferenzen. 

Die Theilbarkeit der Grössen rj[^^ = y^ f^ durch x^' ist aus ihrer Her- 
leitung ersichtlich; aus der Gleichung 

folgt, dass sie nicht sämmtlich eine höhere Potenz von x enthalten können; 
die conjugirten Werthe von (yjfe /;) sind also sämmtlich durch o?*^^, durch 

eine höhere Potenz aber nicht theilbar, und die Function (y fij bildet 

somit dann und nur dann ein kanonisches Element, wenn idi = 6, ist. 
Die Identität 

zeigt, dass 

J^^fcTl + J,«!, also «i^fC^i (*=1, 2, ..., n-l) 

ist, und durch Addition dieser Relationen ergiebt sich: 

Dann und nur dann, wenn für jeden Werth von i 

J^ = 1 Jj + J._j^ also «< = f Ji 
ist, wird 

(^n^i = ^n(n-i)d,. 

Letztere Gleichung ist also eine nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafUr, dass die Grössen (3.) ein kanonisches System bilden. 

Diese Bedingung ist, wie ich jetzt zeigen will, z. B. dann erftlllt, 

wenn Ji = «j ein Bruch mit dem Nenner n ist. (Die Brüche a,,, ei, . . ., e«.i 

ergeben dann das Restsystem 0, — , — , . . . , -^^^— ) • 

Es stelle 

joo, fli, . . ., a^\ 
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den Exponenten der höchsten Potenz von x dar, die in Jeder der Grössen 

Ou, ai, ..., a^ enthalten ist. Sind Ou, a^, ... glänze, ratiopale Functionen 

von X oder Wurzeln ans solchen, so hedarf diese Festsetzung keiner 

weiteren Erläuterung. In allen sonstigen Fällen werden a^^ Oi, . . ., a^ 

conjugirte ganze rationale Functionen von ^y, y^, ..., y^^i sein. Gentigen 

dieselben der Gleichung 

a^-^i.a^-'+^.a?-' . . . ±A^ = 0, 
so ist 

jOo? Ol? • • •? Oq\ = j-^n -^2 7 •••? -^pl* 
Wo es nicht zweifelhaft sein kann, welche conjugirten Grössen gemeint 
sind, werde ich für |au? öi, . . ., a^\ kurz ja|, so z. B. \y\ für jy«? ^n •••» yn-i| 
schreiben. 

Wie oben gezeigt wurde, ist 

Ich will von nun an voraussetzen, dass /i gleich Null ist. Anderenfalls 
genügt ja y /i einer Gleichung, in welcher das zweithöchste Glied 

verschwindet; die Elementartheiler von nj/j^ /;) J sind aber die gleichen, 

wie die von (yj); diese beiden Systeme sind also äquivalent. 
(Ti hat höchstens den Nenner «, und zwar, da 

ist, diesen dann und nur dann, wenn der kleinste der Brüche ^j^I, 
i 1/3! , . . ., — lAl den Nenner n besitzt. Da I/2I, . . ., |/«| ganze Zahlen sind, 
so ist dies allein möglich, indem 

(4.) (T, = lj/;|<|^T ^r^ ...^f'^l 

und \f^\ zu n relativ prim ist. Von letzterer Bedingung sei jedoch für das 
Folgende abgesehen. Die Discriminante der zu Grunde gelegten Gleichung 
ist bekanntlich ein Ausdruck von der Form 

wo mit Y gewisse Constanten und mit cfj, . . ., «^ positive ganze Zahlen 
bezeichnet sind, die der Gleichung 

2a2+3«3H Vna^ = «(«—1) 
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genügen. Sobald f^ nicht identisch verschwindet — and in einer irre- 
ducibelen Gleichung kann f^ nicht identisch gleich Null sein — tritt in D 
ein Glied y./J"* auf, das, wenn x der Bedingung (4.) genügt, eine niedrigere 
Potenz von x enthält, als alle übrigen. Folglich reducirt sich dann \D\ 
auf (n— 1) !/L|, und da [D\ identisch gleich 2J«_i ist, wird 

Dies ist aber die noth wendige und hinreichende Bedingung dafür, dass 

und bei verschwindendem /i das System (1, y, ..., y*~^) mod.o? kanonisch ist 
Ist z. B. y Wurzel einer binomischen Gleichung: 

y^'+Ux) = 0, 
so ist die Bedingung (4.) für alle Factoren der Discriminante erfüllt, mit- 
hin — worauf auch Herr Hensel in seiner Abhandlung hinweist — das 
System (1, y, ...j^""^) für alle Punkte im Endlichen kanonisch. 

§2. 

Die kanonischen Systeme in Gattungsbereichen dritter oder vierter Ordnung. 

Genügt y der cubischen*) Gleichung 

. , - f+f2(x)y-f,(x) = 0, 
so ist 

Die Grössen 1 und y sind bereits zwei Elemente des kanonischen Systems. 



Für den Fall, dass die Determinante Di = 
gleich der Grösse 



*0> *l 



regulär ist, kann das dritte 



IT 



(2)/ 



z>. 



gesetzt werden, und hierbei ist w^^^ die identisch durch x^"^' theilbare 
Function 

y+ 



IT«*' = 



*0, «. 



y'- 



'o» *> 



«I, *I 



*i» *a 



»,. «. 



Ist aber 



«01 *. 



*1. f 

nicht regulär, ist also in dieser Determinante oder, was das- 



*) Man vergl. Ludwig Baur : Zur Theorie der Functionen eines cubischen Körpers. 
Math- Annal. 43, S. 505—520. 
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selbe ist, in ^2 eine höhere Potenz von x enthalten, als x^^'y so ist 

Unter dieser Bedingung ist aber, wie im vorigen Paragraphen gezeigt wurde, 
das System (1,^^^^) kanonisch; denn dann ist 

^2 = 3^1, folglich €2 = 2ai. 



Unter Voraussetzung der biquadratischen Gleichung 

Ky) = sf*+A(^)»'-/3(^)ff + A = 

ist 

(1.) ^i = Ia^ fi /^l. 

x^' ist mod.x grösster gemeinsamer Theiler der vier Determinanten i/j, welche 
in dem System 

(»S» Vii ya, yS) (A=ü.i,2,3) 

den Elementen yl adjungirt sind; so ist z. B. 

und 771, 172) ^3 erhält man hieraus nach der bekannten Regel, dass, wenn man 
etwa jfo mit yi vertauscht, ly«, i/j, 1/2? ^3 in — i?i, — i?», — 1?2? —^3 übergehen. 
Die Grössen i;* genügen einer Gleichung 

deren Coefficienten dem Rationalitätsbereich (1, ^29/39/4) l'^D) angehören und 
sich in folgender Weise bestimmen lassen: 

A = %+^l + ^2 + % 

ist eine alternirende Function von ^o? ••? ^37 ^^so durch V/> theilbar; die 
Dimension von VD ist aber gleich 6, die von A^ nur gleich 3; folglich 
muss Ai verschwinden. Für A2 gilt die NewtonBche Formel: 



t=3 



letztere Summe ist aber, wie auf Seite 9 näher ausgeführt ist, mit D2 
identisch, und somit folgt: 

Ai ist, wie ^1, eine alternirende Function der Wurzeln, also durch }^D^ theil- 
bar; der noch hinzutretende Factor ist eine symmetrische Function dritter 
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Dimension und ergiebt sich als der Ausdruck 

-^(!(*.-ffO(ff*o-!^0(Sf*.-»0 = ^rXvO = 4^3-4/3 = 8/3. 
Hierbei ist ki^ nach einander gleich 0, 1, 2, 3 zu setzen und &i, A2, k^ 
sind immer die übrigen dieser Zahlen. A^ ist die Gleichungsdiscriminante 
D oder D3. Ueberträgt man diese Resultate in die Gleichung 

02 = i-^ij A2 <f A^ ^ A^) ^ 
so ergiebt sich 

(2.) S, = \dI, Djft Dji 

Unmittelbar nach der Definition ist 

(3.) d,= \Dl\^^^\Dl 

Fttr die Determinanten D^ und D2 findet man mittels der Gleichungen 

(4.) *i=A = 0, «2 = -2/:„ «3 = 3/3, «4 = 2^-4A 
folgende Ausdrücke: 

(5.) /)i = -8/i, /)2 = -4(2/?~8/iA+9/30. 

Für die Punkte, in denen die Discriminante D3 von Null verschieden 
ist, reduciren sich alle Elemeutartheiler auf Eins und ist das System 
(1, y, y^3 y^) kanonisch. 

Ich will nun zunächst den Fall betrachten, dass />3, nicht aber zu- 
gleich auch die Subdeterminante D2 im Punkte x = verschwindet Dann 
ist nach (2.) J^ = 0, folglich auch J^ = und die Grössen t)^"^ = 1, ö^'^ = y, 
t)(^> = y^ sind bereits drei Elemente eines kanonischen Systems. Ausserdem 
ist aber Z>2 regulär, also auch das vierte bekannt. 

Der Factor x sei jetzt in D3 und Da, nicht aber zugleich auch noch 
in Dl enthalten. Letztere Determinante ist dann regulär und ausser t)^^^ = 1, 
t)^^^ = y ist also noch t)^*^ bekannt. Zur Ermittelung von. ö^^^ will ich zu- 
nächst annehmen, dass f^ nicht durch x theilbar ist. In der Gleichung (2.) 

-1 i. 

reducirt sich dann das mittlere Glied rechts auf D^; das Glied D* 

fällt infolge dessen ganz fort, da es eine höhere Potenz von x enthält und 

x^' wird entweder gleich derjenigen Potenz von a?, die in D^^ oder gleich 

i_ 

der, die in Z>^ enthalten ist. Im ersten Falle ist Z>2 regulär, also t)^^^ ge- 
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fanden; im zweiten Falle ist ^2 = ^|/)3|, mithin nach (3.): 

<^2=i<y3, (^3=3(^2, «3 = 2^2 = 262- 

Alsdann braucht man also nur das kanonische Element ö^^\ das durch «'* 
theilbar ist, ins Quadrat zu erheben, um eine durch x'» theilbare Function 
zu erhalten; nur ist noch festzustellen, ob, wenn man dieselbe in die Form 
Ws^^+ttay^^+Wi^+tti) bringt, u^ an der Stelle x = nicht verschwindet. Nun 
ist folgende Grösse identisch durch ar^»+^> theilbar: 



fC^'^ = 



«0» *i 



y'- 



*0» *5 



y+ 






= -8Ay^-12^j(-4/?. 



Da /i verschwindet, so bleibt in (ir^^^y, wenn man y* auf niedrigere Po- 
tenzen reducirt, der Coefficient von y^ gleich dem doppelten Producte derer 
von y^ und y in w^^^. Diese sind aber unter der zu Grunde liegenden Vor- 
aussetzung: Dl =1^0, fj^O (mod.a?) beide nicht durch x theilbar, und so 
kann das kanonische Element t>^^^ in der That auf diese Weise erhalten 
werden. Der Coefficient von y^ möge in demselben wieder zu 1 gemacht 
und demgemäss ö^'^ = const/'2"*/3"^(f£?^^^)^ bezw. comtfifr^^^^^ gesetzt werden. 
[Hebt man die Einschränkung: /i = auf, so tritt ftlr f^ der Ausdruck 



*=3 



ein, der ja auch ursprünglich in (2.) an der Stelle von /i steht. In (ir^*^)* 
bildet dann das Product const Di.F den Factor von y^.] 
Unter den Linearfactoren, die der Bedingung 

2)3 = 0, D2 = 0, D,^0 (mod.j:) 

gentigen, bleiben noch diejenigen zu betrachten, die auch in /a enthalten 
sind. Aus den Gleichungen 

folgt, dass dieselben auch in ^—4/4 aufgehen. Zu den Determinanten, die 
identisch durch a?'^> theilbar sind, gehört nun auch 

4, 0, 3/3 ' 

0, -2/i, 2A^-4/;; = 4/3(^+12/0. 

—2/2? 0/3, —0/2/3 

Da /?— 4/4 durch x theilbar ist, kann ^+12/4 dies nicht auch sein; 
denn sonst müssten /, und /* den Factor x besitzen, und />i = — 8/2 ist als 
nicht durch x theilbar vorausgesetzt. Somit muss /j durch x^^' theilbar. 



^07 


«M 


«J 


«n 


*21 


»4 


*2l 


«1, 


»5 
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also I/3I ^2(^2 sein; nach (3.) ist ferner ID3I ^4^2, folglich 

iDjff] ^ f (^., 

und hierbei ist (J2 > 0. Wie Gleichung (2.) besagt, ist x^' aber die höchste 
Potenz von x, die gleichzeitig in 



1 1 



D2% DaVsN ^3' 

enthalten ist Besitzt also die zweite dieser Grössen eine höhere Potenz 
von <c zum Theiler, als x\ so muss J2 einen der beiden Werthe ^\D2\ 
oder ^\Dj\ annehmen. Im ersten Falle ist D2 regulär, also t)^^ bekannt; 
im zweiten ist 

Jj = 2(^27 mithin Jj— Jj = «3 = <^2 = «2; 

t)^^^ kann also x nur in gleicher Potenz enthalten, wie \>^^^, lässt sich mit- 
hin gleich y.t>^^^ setzen. 

Bezeichnet, wie bereits an früherer Stelle, f>^'^ diejenige Function, 

die man erhält, indem man die identisch durch x ^ '~^ theilbare Function 
w^*^ durch ihren ersten Coefficienten Z),_i dividirt, so sind bisher die fol- 
genden kanonischen Systeme aufgetreten: (1, y, y^, y^), (1, y, y^, i?^^^), 

(1, y, t,<^ «ts)), (1, y, «« con8t.A,/r'(e^*>n (1, JT, f>''\ y-f^'O- 

Diese fünf Typen reichen nun auch für die allein noch zu be- 
trachtenden Punkte aus, wo D3, l>2) D^ eine gemeinsame Nullstelle be- 
sitzen. In diesen Punkten verschwinden alle"**) Determinanten zweiter 
Ordnung des Systems («a+^)- Auf Grund der Annahme /i = erhält 
man aber 



*0» *1 



= -8/2, y ': = 12/3, y !» = 8(/?-2/;). 



«1> «s 



«1> «4 



Somit wird jeder der Coefficienten /i, /a, /i, also auch jede der Wurzeln 

Ifoj yu 929 Jf3 in jenen Punkten zu Null. Die höchste Potenz von x^ durch 

welche alle vier Wurzeln theilbar sind, ist, wie oben gezeigt wurde x^' = x^\ 

Folglich genügt 

- ^ _y_ 



•) Wenn D»-i, l>n-2, "", Di (mod.«) verschwinden, sind alle Determiaanten (t+ l)-ter 
Ordnung aus (Sa+ß) durch x theilbar. Es ist dies ein leicht herzuleitender Satz; in all- 
gemeinerer Form ist er im Journal für Mathematik, Bd. 99^ S. 358 von Kronecker 
bewiesen. 

3* 
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einer Gleichung 

in welcher kein Coefficient bei x = unendlich gross und mindestens einer 

von Null verschieden ist. Die Elementartheiler x^* des Systems (yi) stehen 
zu denen von (t/t) in der folgenden einfachen Beziehung: die Determinanten 

I y%X^li I » ^^ren grösster gemeinsamer Theiler, (mod. x) reducirt, x * ist, sind 

homogene Functionen ^«(«+l)-ter Dimension von yo? J^i? •.•? ün-u folglich ist 

mithin 
und 

Da unter den Functionen ^, /a, /^ nicht jede durch x theilbar und mithin 

«i = ist, kann das System (1, y, y'^, y^) nach einer der oben angegebenen 
Methoden in ein (mod.x) ihm äquivalentes und zugleich kanonisches trans- 

formirt werden, das mit (1, i^^\ t)^^\ t)^^^) bezeichnet sei. Man kann sich 

nun leicht überzeugen, dass i^^ eine homogene Function iter Dimension 

von yoj . ., yz ist; denn das erste Glied ist y* selbst; y'~^ hat aber eine 

rationale Function von ^, /^, /^, zum Coefficienten , in welcher die Di- 
mension des Zählers, wenn man denselben als symmetrische Function von 

2(o) ' "i 93 betrachtet, um 1 höher ist als die des Nenners; beim nächsten 
Glied ist die Dimension des Zählers um 2 höher u. s. f.; bedeutet also t)^*^ 

dieselbe Function von y, /ij A, A? ^® ^^^ ^^^ 9» Äi Ä? A? so besteht 
zwischen den conjugirten Werthen von ö^'^ und t)^^ die Gleichung 

Da die conjugirten Werthe von ö^'^ durch x'* theilbar sind, so enthalten 

diejenigen von ö^*^ hiemach den Theiler a?'*; der erste Coefficient ist in 

D^*\ wie in t)^\ gleich 1; die übrigen sind rationale Functionen von A, A? A? 
und da ihre Zähler von höherer Dimension sind, als die Nenner, so enthalten 

sie X in höherer Potenz, als die Coefficienten von ü^\ sind also, wie diese, 
im Punkte a? = endlich. Das so zu erhaltende System (ö^'O? das eine 
der oben angegebenen Formen besitzt, ist also (mod.x) dem System (y*) 
äquivalent und kanonisch. — 
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Nachdem nunmehr alle Punkte im Endlichen berttcksichtigt sind, 
möchte ich die verschiedenen kanonischen Formen, in welche die Basis 
des allgemeinen biquadratischen Körpers gesetzt ist, nochmals zusam- 
menstellen. 

Ich gehe dabei von dem System (yj) aus, in welchen yj, = x~^' y^ und 

«1 = ist, so dass mindestens eine der Hauptdeterminanten 2)3, Dj? D^ bei 
a: = nicht verschwindet. Um zu dem ursprünglichen System (y*) zurück- 
zugehen, hat man nur zu berücksichtigen, dass 

und eine homogene Function «ter Dimension von ^u? 2^19 • ••) Vn^i um den Factor 
x^* von der gleichen Function von yo? yn • • •, J^n-i verschieden ist Ist z. B. 
Di regulär, d. h. nur durch x ^ theilbar, so ist auch D, regulär, d. h. nur 
durch X • theibar; denn D, hat die Dimension t(«+l), folglich ist 

Ist für a: = schon D3 + 0, so ist 63 = 62 = «i = 0, folglich 63 = 3fi, 
^2 = 2^1 und das System (1, y, y\ y^) selbst kanonisch. Denn bei identisch 
verschwindendem /i = y()+J(i+y2+y3 ist a?'' mit derjenigen Potenz vonoj 
identisch, die in allen vier Wurzeln yj, enthalten ist. 

Ist D3 = 0, D2 4= 0, so ist D29 Also auch D2 regulär; ausserdem ist 

£2 = €1 = 0, also 62 = 2£i. Ein kanonisches System bilden in diesem Falle 
die Grössen: (1, y, y^ t?^^^). 

Verschwinden D^ und D^ bei aj = 0, so ist D^ dort von Null ver- 
schieden. Mithin ist auch D^ (mod.x) regulär und (1, y, fP^) sind zunächst 

drei kanonische Elemente. Ist 2)29 also auch D2 regulär, so ist auch das 
vierte bekannt. Sonst sind zwei Fälle zu unterscheiden, unter denen ich 

besonders den ersten hervorheben möchte: a) Wie /j, sei auch % bei a: = 
von Null verschieden; es enthalte also, was dasselbe besagt, ^ nur die 
Potenz x^*' und f^ nur x^^\ Dann besteht — wenn D2 nicht regulär ist — , 

wie oben gezeigt wurde, die Relation: €3 = 2627 welche flir die ursprüng- 
lichen Elementartheiler lautet: 8^ = 2^2"^^. Nun ist 



w^'^ = 






y 



2 *o» *s 



y+ 






= -8^^^-12/3^-4^ 



identisch durch x^'^^ theilbar, also (ip^'^)* durch aj*^'''^'''>. Jeder Coefficient 
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in (w^^^y enthält aber den Factor x^^', und zwar der von y^ auch nur diesen. 
Dividirt man durch denselben, so erhält man einen Quotienten der geraide, 
noch durch x^'^^^'^x'^ theilbar ist. (Ich will beiläufig bemerken, dass in 
diesem Falle d^ immer eine ganze Zahl ist, die man von vornherein auf 
reducirt, wenn man voraussetzt, dass y keinen rationalen Theiler besitzt) 

b) Sonst ist allein noch der Fall zu betrachten, dass />3, A) h ^^ Punkte 

a; = verschwinden, und zwar Dj von höherer Ordnung als x^\ Dann ist 

€3 = 62, mithin €3 = *2+«i und y.ö^^^ das noch fehlende kanonische Element 



Bei diesen Betrachtungen hat sich ein ausserordentlich einfaches 
System von Relationen ergeben, durch welches die Elementartheiler x^* mit 
den Hauptdeterminanten D, bezw. unter einander verbunden sind. Betrachtet 
man zunächst 61 als gegeben, so ist entweder D^ regulär, d. h. nur durch 
oj^*' theilbar, oder €2 = 2«i. 

Betrachtet man auch 62 &ld gegeben, so ist entweder D2 regulär, 
d. h. nur durch x^(*''+*»> theilbar, oder es besteht eine der Gleichungen: 

€3 = ^62 ^1, ^3 = *2 I *!• 

Die angegebenen Relationen schliessen einander nicht aus; es geht aus 
ihnen hervor, dass sich 62 nur dann beliebig weit von £1 und sich £3 nur dann 
beliebig weit von 62 und «j entfernen kann, wenn D^ bezw. D2 regulär 
sind. — An die Voraussetzung, dass /i = 1^0+^1+^2+^3 identisch ver- 
schwindet, sind diese Beziehungen nicht gebunden; denn die Elementar- 
theiler, wie die Determinanten Di hängen nur von den Differenzen der 
Wurzeln ab. 

Nach einem von Herrn Hensel hergeleiteten Satze*) wird durch die 
Nenner der Brüche e, unmittelbar die Zahl der Blätter der dem Körper 
&(x, y) zugehörenden /{i^mannschen Fläche gegeben, die in dem betreffenden 
Punkte mit einander zusammenhängen. Ich habe deshalb auch die Grösse 
dieser Nenner fUr alle verschiedenen Fälle mit festgestellt, und da ich hier- 
bei mehr auf die Einzelheiten eingegangen bin, als Herr Hensel in der 
Abhandlung: „Ueber die Verzweigung der drei- und vierblättrigen Riemann- 
sehen Flächen"**), so gedenke ich diesen Theil meiner Arbeit gelegent- 



*) Ueber die Ordnungen der Verzweigungspunkte einer Riemannachan Fläche. 
Sitzungsbericht d. Berl. Akademie vom 17. Okt. 1895. 

*) Sitzungsbericht d. Berl. Akademie vom 28. Nov. 1895. 



**' 
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lieh auch zu veröffentlichen. Bei der Herleitung der kanonischen Systeme 
gleichzeitig auf die Verzweigungen in der RiemannBchen Fläche Bezug zu 
nehmen, schien sich mir nicht zu empfehlen. Denn nur um ein Beispiel 
anzuführen: das System (1, y, y^, y^) ist sowohl für unendlich viele von 
den Punkten kanonisch, wo alle vier Blätter der /{lefita^i^ischen Fläche von 
einander getrennt bleiben, wie fttr einen Theil derer, wo alle vier mit ein- 
ander zusammenhängen, und so kann allgemein derselbe Typus des ka- 
nonischen Systems Windungspunkten verschiedenster Ordnung entsprechen. — 

Es sei noch darauf hingewiesen, dass, wie Herr Hensel im Journal 
fttr Mathematik, Bd. 115 näher ausgeführt hat, die Einführung homogener 
algebraischer Formen ein Mittel bietet, durch das sich alle Betrachtungen 
obiger Art von vornherein auch auf den unendlich fernen Punkt ausdehnen 
lassen. 

Zum Schluss möchte ich auch an dieser Stelle dem Danke Ausdruck 
geben, den ich Herrn Hensel sowohl für die Anregung zu dieser Arbeit, 
wie fSr sein warmes Interesse an ihrer Durchführung schuldig bin. 
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lieber den Pohlkeschen Satz. 

(Von Herrn Friedrich Schur in Aachen.) 



1/er sogenannte PohlkeBch^ Fandamentalsatz der Axonometrie sagt 
bekanntlich ans, dass irgend drei von einem Punkte ausgehende Strecken 
OX, OY, OZ einer Ebene stets als schiefe Parallelprojectionen dreier gleich 
langer auf einander senkrechter Strecken coS, corj, w^ des Raumes angesehen 
werden können. Der Beweis dieses Satzes kann schwerlich einfacher dar- 
gestellt werden als auf dem Wege, den Herr H. A. Schwarz im 63. Bande 
dieses Journals angegeben hat. Aus dieser Darstellung fliesst zugleich eine 
einfache Lösung der Aufgabe, aus den gegebenen Bildstrecken das Original- 
Axenkreuz zu construiren. In den Anwendungen kommt es aber weniger 
auf die Lösung dieser Aufgabe an als vielmehr darauf, direct die Länge 
der gleichen Strecken lo^, wri, w^ zu finden, wodurch ja die Verktirzungs- 
verhältnisse bekannt sind. Zudem ist diese Aufgabe im Gegensatze zu der 
obigen eine eindeutige. Da jene Länge diejenige der kleinen Halbaxe der 
Ellipsenfläche ist, als welche sich die um (o als Mittelpunkt mit a;^ als 
Radius beschriebene Engel projicirt, so kommt alles auf die Bestimmung 
dieser Umrissellipse an. Für diese Aufgabe sind durch Beck und Pelz*) 
Lösungen gegeben worden, welche schliesslich das Ziehen einer so geringen 
Zahl von Linien erfordern, dass eine Reduction, also eine noch grössere 
Genauigkeit kaum wird erreicht werden können. Aber diese Constructionen 
beruhen auf einer Reihe nicht ganz elementarer und jedenfalls rein geometrisch 
schwer zugänglicher Sätze, so dass einmal ihr Verständniss dem jungen 
Studirenden nicht ganz leicht sein mag, dann aber der Praktiker Mühe 
haben wird, die betreffenden Regeln dem Gedächtnisse einzuprägen. Dem 



*) S. Pelz, Ueber einen neuen Beweis des Fundamentalsatzes von Pohlke, Ber. der 
Wiener Akademie d. WLss. 1877. Beck^ Ueber die Fundamentalaufgabe der Axonometrie, 
dieses Journal, Bd. 106, S. 121 ff. Pelz, Zur klinogonalen Darstellung der Rotationsflächen, 
Ber. d. böhm. Ges. d. Wiss. vom 22. Febr. 1895. 
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gegenüber will der Verfasser eine Construction der Umrissellipse entwickeln, 
welche einerseits an Kürze den obigen Lösungen schwerlich etwas nach- 
giebt, andererseits aber zu ihrem Verständnisse nur ganz elementare Sätze 
über affine Verwandtschaft und conjugirte Durchmesser einer Ellipse vor- 
aussetzt. Es knüpft sich hieran ein anscheinend neuer elementarer Beweis 
des PohlkeBchen Satzes, wie denn hier überhaupt gar keine besondere Vor- 
aussetzung gemacht werden soll. 

Hat man drei zu einander senkrechte Kugelradien coS, cdt], w^, so 
werden dieselben in irgend einer Richtung auf irgend eine Bildebene in 
drei Strecken OX, OY, OZ derart projicirt, dass z. B. OX und OY zwei 
conjugirte Halbmesser der Ellipse c sind, in welcher der grösste Kugel- 
kreis y der Ebene ooStj projicirt wird, und Analoges gilt von den übrigen 
Radienpaaren. Der Kugel ist zugleich längs eines Kreises o ein gerader 
Projectionscy linder umschrieben, welcher die Bildebene in der Umrissellipse s 
der Kugel schneidet, und die Ellipse s wird von jeder der Ellipsen a, b, c 
in den Endpunkten je eines Durchmessers berührt, welche den Schnittpunkten 
von o mit den Ebenen (orjC, w^S, o^Sv entsprechen. Sind Vi, V2 etwa die 
Schnittpunkte von y und a, so liegen die auf v^Vi senkrechten Durchmesser 
der beiden Kreise y und a einerseits in einer auf V1V2 senkrechten Ebene, 
andererseits in einer zu den Tangentialebenen der Kugel in v^ und V2 paral- 
lelen Projectionsebene. Aus dem ersten Umstände folgt, dass diese Ebene 
durch t geht, aus dem zweiten daher, dass der Punkt Z auf dem der Be- 
rührungssehne iViiVa der beiden Ellipsen s und c für beide conjugirten 
Durchmesser liegt; Analoges gilt natürlich für die Ellipsenpaare s, a und s, b. 
Wir haben also die drei Ellipsen a, b, c, welche durch die conjugirten Halb- 
messerpaare OY, OZ; OZ, OX; OX, OY resp. bestimmt sind, und diese drei 
Ellipsen werden von einer eierten Ellipse s in den Endpunkten der den Halb- 
messern OX, OY, OZ resp. conjugirten Durchmesser doppelt berührt. Es ist 
klar, dass diese Beziehungen der vier Ellipsen nicht verändert werden, wenn 
die ganze Figur irgend einer affinen Transformation unterworfen wird. Diese 
Bemerkung ist wichtig für die Zurückführung unserer Aufgabe auf einen 
unmittelbar zu erledigenden Fall. 

Sind nämlich umgekehrt irgend drei von einem Funkte ausgehende 
Strecken OX, Y, OZ einer Ebene gegeben (s. Fig.), und wird angenommen, 
sie stellten die schiefe Parallelprojection eines noch unbekannten Axendreikants 
(oirj^ dar, so können wir uns zunächst die drei Ellipsen a, b, c construirt 
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A= i: 




denken, und die Ellipse s wäre dann vollkommen bestimmt durch diejenigen 
drei Durchmesser dieser drei Ellipsen, welche den drei nach OX^ OY, OZ 
fallenden Durchmessern für die jedesmal durch die beiden anderen Halb- 
messer bestimmte Ellipse conjugirt sind. Es fragt sich nur, ob bei be- 
liebiger Annahme von OX, OY, OZ auch die so bestimmte Ellipse s immer 
in den Endpunkten jener drei Durchmesser doppelt berührt wird. Um dies 
einzusehen und zugleich eine einfache Construction dieser Ellipse zu finden, 
verwandeln wir die Figur OXYZ in eine solche ihr perspectiv-affine Figur 
OitXi,YZ, das OoY ± O^Z ist. Hierzu braucht man ja nur das gleichschenklig- 
rechtwinklige Dreieck O^^YZ über YZ als Hypotenuse zu construiren und -Xi, 
zu bestimmen als Schnittpunkt der Parallelen durch X zu OO.j und der Ver- 
bindungslinie von Oo mit dem Schnittpunkte von OX und YZ. 
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Für die neue Figur O^Xi^YZ ist ja anmittelbar das Axenkrenz OoSoYZ 
bekannt, dessen schiefe Parallelprojection sie darstellt; man braucht nur 
So &üf dem in 0^ auf der Bildebene errichteten Lothe so zu wählen, dass 
Oül„ = Oüy=OoZ ist. Für die neue Figur existirt sicher eine Ellipse von 
den oben (S. 25) angegebenen Eigenschaften, es gilt daher auch dasselbe 
für die ursprüngliche Figur OXYZ. Was nun die Construction von «« be- 
trifft, so ist zuerst zu bemerken, dass die auf O^Xq senkrechte und OoY 
gleiche Strecke Ou/>o die eine Halbaxe dieser Ellipse ist, weil ja die 
Ellipse Co, welche durch die beiden conjugirten Halbmesser 0„y^Oc,Z be- 
stimmt ist, in einen Kreis übergeht. Die darauf senkrechte Halbaxe Oo^u 
ist offenbar die schiefe Projection des auf OoDy und X^So senkrechten Kugel- 
halbmessers 0(jfo=OoF so zwar, dass Eoen\\XoSo ist (in der Figur ist die 
Ebene Ou^u^o ^^ ^u^o in die Bildebene geklappt). Es ist demnach 
AOüJSü«,,^ Af„-XüOo^ ADu-XijOü, so dass Oo-Bj, = X^Doj also unmittelbar be- 
kannt ist. Es entspricht das ja dem bekannten Satze, dass Xo ein Brenn- 
punkt der Umrissellipse «o ist; wir wollten diesen Satz hier nicht voraussetzen. 

Nachdem auf diese Weise die beiden Halbaxen OoZ>u ^^^ O^^E^^ von 
Sx^ gefunden sind, ergeben sich die beiden conjugirten Halbmesser OD und 
OE von 8 daraus, dass DD,,\\EE^\\00,, und DE sich mit D,,E,, auf YZ 
schneidet Hieraus kann man die grosse und die kleine Halbaxe Oa und 
Oß der Umrissellipse in bekannter Weise construiren, so dass Oß den ge- 
suchten Radius der Kugel um das Axenkrenz darstellt. 

Soll dieses Axenkrenz oyS'fit selbst construirt und damit zugleich 
seine Existenz, also der PoA/Aesche Satz bewiesen werden, so werden wir 
zuerst die Axe Oco des geraden Cylinders zu bestimmen haben, welche aus 
der Bildebene die Umrissellipse s ausschneidet. Sie liegt in einer zur Bild- 
ebene senkrechten Ebene durch Oa und bildet mit Oa einen Winkel, dessen 
Sinus Oß : Oa ist; es giebt natürlich zwei Lagen für diese Axe, welche 
symmetrisch zur Bildebene sind. Da die Ellipsen Oo, 6u, c,, ganz innerhalb 
der Ellipse «o Hegen, so liegen auch die Ellipsen a, 6, c ganz innerhalb 
der Ellipse s, die Oco parallelen Projectionsstrahlen der Punkte XYZ also 
innerhalb des s projicirenden geraden Cylinders, so dass diese Projections- 
strahlen die dem Cyliuder eingeschriebene Kugel um co in dreimal zwei 
Punkten ^, |'; ??, ??'; S, ^' schneiden werden. Ist wieder iViiVa der Be- 
rührungsdurchmesser der Ellipsen c und s und OM ein dazu conjugirter 

Halbmesser von s, so schneiden die Projectionsebenen von ON^ und OM die 

4» 
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auf ihnen senkrechte Ebene des Berührnngskreises a des geraden Cylinders 
mit der Kugel in zwei auf einander senkrechten Halbmessern mvi nnd tou, 
so dass diese Ebenen selbst auf einander senkrecht stehen. Ist daher OL 
ein zu ONi conjugirter Halbmesser von c, so schneidet der Projectionsstrahl 
durch L die Kugel in zwei solchen Punkten l und l', dass ary^ und ook 
resp. 0)1' conjugirte Halbmesser der Ellipse y resp. / sein werden, in 
welcher der Projectionscylinder von c die Ebene oor^l resp. cüVii' schneidet; 
diese Ellipsen / und y sind folglich grösste Kreise unserer KugeL Ebenso 
projiciren sich natürlich die Ellipsen a und b auf die Kugel in je zwei 
grösste Kreise a, a' und ß, ß\ 

Enthalten nun y resp. ß die Punkte ^ und 17 resp. | und X» ^&b ja 
nur Sache der Bezeichnung ist, so ist sicher co| ± wri und cof J. co^. Da 
die Axe mX, aber auch in der Projectionsebene von OM liegt, so steht sie 
auch senkrecht auf der ebenfalls in der Ebene a>^ gelegenen Geraden on^i. 
Da (ßVi niemals mit co| zusammenfallen kann, es mUssten denn die Punkte 
0, Yy Z in einer Geraden liegen, so steht co^ auf der Ebene ta^ri senkrecht, 
die Figur a>^?;^ ist also winklich ein rechtwinkliges Axenkreuz; ebenso 
natürlich die Figur w^^riX'. Es ist nicht schwer, nachdem man etwa die 
orthogonale Projection 0' von w auf Oa beliebig angenommen hat, die ortho- 
gonalen Projectionen von f, 17, X> durch Constructionen in der Bildebene zu 
ermitteln. Doch glaubten wir die Ausfahrung des geringen praktischen 
Interesses wegen fortlassen zu müssen. Hingegen wird es vielleicht nützlich 
sein, unsere Construction der Umrissellipse zu wiederholen, indem wir derselben 
eine solche Fassung geben, dass der Rücksicht auf schleifende Schnitte oder 
unzugängliche Schnittpunkte ein geeigneter Spielraum gewahrt bleibt: 

Sind drei beliebige Strecken OX, OY, OZ einer Ebene gegeben, so 
findet man die Umrissellipse der dem rechtwinkligen Axenkreuse, dessen Parallel- 
projection jene Strecken darstellen, umschriebene Kugel folgendermaassen : 
Entspricht in der affinen Verwandtschaft, bei welcher dem Dreiecke OYZ dm 
bei 0,) rechtwinklige und gleichschenklige Dreieck O^Yi^Z^ zugeordnet ist, dem 
Punkte X der Punkt X^, so mache man O^Di^ J. Oy^X^ und = Oy^Y = O^^Z, nehme 
femer £„ auf der Geraden 0,, JT,, so an, dass O^^E^^ = DoJig ist; entsprechen 
dann in jener affinen Verwandtschaft den Punkten D^ und J?» umgekehrt die 
Punkte D und E, so sind OD und OE :&wei conjugirte Halbmesser der ge-- 
suchten Umrissellipse. 
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Ueber die Darstellung der Integrale erster Gattung 

durch ein Fundamentalsystem. 

(Von Herrn K. Hensel.) 



Als eine Anwendung und Erweiterung der in meiner Abhandlung 
„Ueber einen neuen Fundamentalaatz in der Theorie der algebraischen Func- 
tionen einer Variablen" (dieses Journal Bd. 115 S. 254) gefundenen Resultate 
soll in dieser Arbeit eine vollständige Darstellung aller Integranden erster 
Gattung eines Qattungsbereiches oder Körpers durch ein Fundamentalsystem 
gegeben, und hierauf die charakteristische Eigenschaft eines solchen Funda- 
mentalsystemes hergeleitet werden; ich benutze hier die Bezeichnungen jener 
Arbeit, ohne sie noch einmal zu erklären. 

§1. 

Die Integranden und die algebraischen Formen erster Gattung. 

Zunächst sollen die Bedingungen kurz angegeben werden, denen eine 
algebraische Function Y eines beliebigen Bereiches ®(x) genügen muss, 

damit das algebraische Integral jYdx allenthalben endlich, also ein Integral 

der ersten Gattung ist Bekanntlich ist dies dann und nur dann der Fall, 
wenn für jeden Werth 

der unabhängigen Variablen, also auch für j:=oo, d.h. für 02 = das 
Differential Ydx sich auf Null reducirt. 

Setzt man wie in der vorigen Arbeit a? = — ^ also 

x^dx. — x.dx» 

und setzt die homogene algebraische Form der — 2teii Dimension: 

Y 
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SO geht das zu untersuchende Differential über in: 

(1.) Ydx = T](^X2dxi'-Xidx2)* 

Es sei nun § = a2Xi'-aiX2 derjenige homogene Linearfactor , dessen Null- 
stelle 0? = —'- ist und femer sei §' ^ hiXi—b^Xi irgend ein anderer Linear- 

factor, dessen Nullstelle -r- nicht mit —^ zusammenfällt. Aus der be- 
' 6, a, 

kannten Identität: 

{aib2—a2b^(xidx2'—X2dx^ = l'dl— |rf^' 

ergiebt sich dann, dass sich die beiden Functionaldeterminanten (x^dXi—Xidx^) 
und (S'd^-^dS') nur um eine nicht verschwindende Constante unterscheiden. 
Hiemach kann also die Bedingung dafür, dass das zu untersuchende Integral 
von der ersten Gattung ist, so ausgesprochen werden, dass für jeden 
Linearfactor f 

lim(^(rdl-lrfl')) = lim(r.^.rf(-|)) = 
ist. Da nun an der Stelle ^ = 



''(|)-',!s:(r-(fU = "'"-l 



ist, so geht jene Bedingung über in lim(||'ry) = 0, oder weil ^' für ^ = 
nicht verschwindet in die einfachere: 

lim(l^) = 0. 

Das Integral /Ydx ist alsodann und nur dann von der ersten 

Gattung, wenn Y = xlt] und rj eine solche homogene Form der 
— 2ten Dimension ist, dass für jeden Linearfactor S das Product 

(|ry) an der Nullstelle von § verschwindet. 

Ist nun Tj irgend eine algebraische Form des Bereiches ©(ajix^) von 

beliebiger Dimension, so verschwindet das Product (^tj) nebst seinen n Con- 
jugirten dann und nur dann an der Stelle ^ = 0, wenn in der Gleichung 

Uten Grades, für (^ly) alle Coefficienten mindestens durch die erste Potenz 
von I theilbar sind, wenn also der grösste gemeinsame Theiler der n con- 

jugirten Formen (l^/i, ..., ^O ^^^^ positive Potenz von ^ als Factor ent- 
hält. Also muss der grösste gemeinsame Theiler von (^i, ...,0 selbst 
eine Potenz von S enthalten, deren Exponent grösser ist als —1. Eine 

homogene Form tj, für welche das Product ($i?) stets für § = verschwindet, 
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wie auch der Linearfactor § gewählt sein möge, soll im Folgenden eine 

algebraische Form der ersten . Gattung genannt werden. Genügt nun 77 der 
Grieichnng itten Grades: 

so ist der grösste gemeinsame Theiler von (i?„ ..., 17J durch die Gleichung 



d{x 



U ^2) — N-^n -^27 -^^3 ? • • •? ^n ) 



bestimmt; also ist 77 dann und nur dann eine Form der ersten Gattung, 
wenn diese rational bestimmbare Wurzelform d{x^^ x-^ jeden Linearfactor ^ 
erhoben zu einer Potenz enthält, deren Exponent grösser ist als —1. Das 
bis jetzt gefundene Resultat kann hiernach in dem folgenden Satze aus- 
gesprochen werden: 

Das algebraische Integral jYdx ist dann und nur dann ein 

Integral erster Gattung, wenn die homogene Form der — 2ten 

— Y 

Dimension ri = —5- eine Form der ersten Gattung ist. 

x^ 

Hierdurch ist also die Aufsuchung der Integrale erster Gattung voll- 
ständig auf die Darstellung aller homogenen Formen der ersten Gattung 
zurückgeführt, denn man braucht ja aus ihnen nur alle Formen der — 2ten 
Dimension auszusuchen, um alle jene Integranden zu erhalten. 

Die Formen erster Gattung stehen den ganzen algebraischen Formen 
am nächsten, denn während jene vollständig dadurch charakterisirt sind, 
dass ihr Theiler eine ganze Wurzelfunction ist, kann er fUr diese zwar ge- 
brochen sein, jedoch müssen seine negativen Exponenten sämmtlich echte 
Brüche sein; jene Theiler müssen also an jeder Stelle ^ = von niedrigerer 

Ordnung unendlich klein werden, also -^ oder als irgend eine rationale 

Form von (xj, x<^^ welche an derselben Stelle unendlich wird. Die Formen 
erster Gattung bilden hiernach einen Bereich, welcher den der ganzen 
algebraischen Formen als Theilbereich umfasst. 

Für die Formen erster Gattung gelten nun die folgenden leicht zu 
beweisenden Sätze: 

1) Die Summe zweier (oder mehrerer) Formen erster Gattung von 
derselben Dimension ist wieder eine Form erster Gattung. Denn sind für 
jeden Linearfactor ^ die Producte (1^) und {^ri) nebst ihren conjugirten 
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für f = ebenfalls gleich Null, so gilt dasselbe auch von ihrer Summe, 

d, h. von l(»?+V)- 

2) Das Produet einer beliebigen Form erster Gattung i? und einer 
anderen ganzen algebraischen Form ri ist wiederum eine Form erster Gat- 
tung. Denn ist für jeden Linearfactor f (f ij) = an der Nullstelle von f, 

so gilt dasselbe auch von dem Producte 1(7777), wenn 97 algebraisch ganz 
also allenthalben endlich ist. 

Hieraus ergiebt sich als Corollar, dass auch das Produet uri der 
ersten Gattung angehört, wenn u eine beliebige ganze rationale Form von 
(a?i, x^ ist. 

3) Eine rationale Form u von Xi, X2 ist dann und nur dann von der 
ersten Gattung, wenn sie ganz ist, denn besässe sie einen Nenner ^^ so 
könnte hi an der Stelle f = nicht verschwinden. 

Endlich ergiebt sich aus den beiden ersten Sätzen noch der folgende : 

4) Sind (»2^*^ ..., 7j^"0 irgendwelche Formen erster Gattung, so ist 
jede homogene Form: 

ebenfalls eine solche Form , wenn Ui, . . . , ti„ beliebige ganze rationale 
Formen von x,, x^ sind. 

§2. 

Die Beziehung zwischen den Fundamentalsystcmeu für die ganzen algebraischen Formen 

und für die Formen erster Gattung. 

In der bereits erwähnten früheren Arbeit habe ich nachgewiesen, 
dass alle ganzen homogenen Formen 77 und nur sie durch ein sogenanntes 
Fundamentalsystem (rf^\ ..., rf''^) in der Form: 

dargestellt werden können, deren Coefficienten ganze homogene Formen 
von (a?!, x-^ sind. 

Ich will jetzt zeigen, dass man ganz ebenso die Formen erster Gat- 
tung 77 und nur sie eindeutig durch ein „Fundamentalsystem für die Formen 
erster Gattung" {rf^^^ ..., ij^"^) in der Form: 

mit ganzen Coefficienten t/i , . . . , u^ darstellen kann. 
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Hierzu führeu die folgenden Bemerkungen über algebraische Systeme 
und ihre reciproken Systeme. Es seien 






n beliebige aber unabhängige homogene Formen, es soll also die Deter- 
minante des algebraischen Systemes 

,(1) «(«), 



(nv ■ ■ • m'\ 
) 





von Null verschieden sein; dann giebt es ein und nur ein zu diesem reci- 
prokes System: 

welches mit ihm componirt das Einheitssystem ergiebt. Die Elemente des- 
selben ergeben sich aus den Gleichungen: 

(1.) n'^' = -4-' 

WO H^\7fj^^\ und H[^ die zu dem Elemente r^^p gehörige Unterdeterminante 

(ii--l)-ter Ordnung von H bedeutet. Also sind die Elemente ij rationale 
Functionen von (a?i, x^ und den n conjugirten Grössen y^, ..., y^, jedoch 

folgt aus der obigen Darstellung (1.) der Elemente ^i*^ leicht, dass allge- 
mein die Elemente der Arten Zeile des reciproken Systemes nur von yj, und 
(«1, x^ explicite abhängen. Vertauscht man nämlich in (1.) irgend zwei con- 
jugirte Grössen y^ und y, mit einander, so bleibt, falls beide von y^ ver- 
schieden sind , rf^^ ungeändert, weil auf der rechten Seite, sowohl der Zähler 
als der Nenner sein Zeichen ändert; vertauscht man dagegen y^, selbst 
mit einem conjugirten Elemente jf,^ so gehen HP und H bezw. in 

— jy/*^ und —H über, d. h. rf^^ wird hierdurch in lyp^ verwandelt Die Ele- 
mente rfp der Äten Zeile von (ji)p) sind also symmetrische Functionen von 
yi, . . ., y*-.i, j(ifc+i, . . ., ff» können also als rationale Functionen von y^, a?i, x^ 

dargestellt werden, und die n Elemente ?j[*^, ..., rfj^^ einer Verticalreihe sind 
ebenso wie ijp\ ..., ??i*^ conjugirte algebraische Functionen. 

Sind ferner fi^ fj^j • • -^ l^n die Dimensionen der homogenen Formen 
if^^, . . ,, 1?^"^, so sind auch rj^^^, ..., t?^"^ homogen und ihre Dimensionen 
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34 Hensel, Darstellung der Integrale erster Gattung durch ein Fundamentalsystem. 

sind bezw. — ^i, —1112^ . . ., — A^n, denn in der Darstellung (1.) eines jeden Ele- 
mentes iji*^ des reciproken Systemes hat der Nenner die.Dimension (^iH hf^n)^ 

der Zähler die Dimension (^iH Vt^^—f^ij weil in ihm die ite Colonne 

von H fortgelassen ist, also besitzt ifp in der That die Dimension — ^,. 

Sind die Elementartheiler der beiden Systeme (iji'^) und (jf^) beziehlich 

SO sind nach einer bekannten Eigenschaft der reciproken Systeme die einen 

abgesehen von ihrer Reihenfolge die reciproken Werthe der anderen, es ist 

nämlich allgemein: 

1 



denn bei dieser Anordnung ist ja jede der Grössen e,, . . ., e„ ein Vielfaches 
der vorhergehenden. 

Es sei nun speciell (ri^^\ . . ., rf""^) ein Fundamentalsystem für die 
ganzen algebraischen Formen des Bereiches, so soll bewiesen werden, dass 

das reciproke System {rf^^, . . . , rf^^) ein Fundamentalsystem für die Formen 
erster Gattung ist. 

Ist zunächst (^y^^^ . . ., ^^"0 ®^^ Fundamentalsystem, so sind die Ele- 
mentartheiler ei, ..., e„ des Systemes (rf^^) ganze reducirte Wurzelformen. 

Hieraus folgt zunächst, dass die Elemente rf^^ selbst sämmtlich Formen 
erster Gattung sind. In der That ist ihr grösster gemeinsamer Theiler 

gleich dem ersten Elementartheiler ei = — des Systemes (ri^^)\ alle diese 
Elemente können also in der Form 

(2.) ri^' = ^ 

geschrieben werden, wo die Zähler y^^ sämmtlich algebraisch ganz sind, 
während der gemeinsame Nenner nach der Voraussetzung nur Linearfactoren 

mit positiven echt gebrochenen Exponenten enthält Also sind ?/^*\ . . ., if"^ 
in der That sämmtlich Formen erster Gattung. Dasselbe gilt auch von 
jeder Form: 

(3.) n = wi^^'^+-+«/«?^ 

wenn u^^ . . ., u^ beliebige ganze rationale Formen von o^i, X2 sind, denn 
auch diese stellen ja wegen (2.) ebenfalls nur algebraische Formen dar, 

deren Nenner höchstens gleich e^ ist. Ist aber umgekehrt 17 in jener Glei- 
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chung (3.) eine Form erster Gattung, so müssen «i, ..., u^ noth wendig 
ganz sein. Multiplicirt man nämlich die n ans (3.) sich ergebenden Glei- 
chungen : 



Vn = t*l^i'^ + - + Wn^i"^ 



der Reihe nach mit ??{*\ ..., ijl''^ und addirt sie, so erhält man für jeden 
der Coefficienten Uj, die Darstellung: 

und da hier die n Formen 7j[^^y ..., tjI^^ algebraisch ganz, aber tj,, ..., t]„ 
Formen erster Gattung sind, so müssen t#i, ..., u» selbst Formen erster 
Gattung sein, und da sie rational sind, so müssen sie nach dem Satze (3.) 
am Ende des vorigen Abschnittes nothwendig ganze rationale Formen von 
(jr,, 0:2) sein. 

Also ist das System (ry^^\ . . . , i^^"^) in der That stets ein Fundamental- 
system für die Formen erster Gattung, wenn sein reciprokes (??^'\ ..., rj^'*^) 
ein solches für die ganzen algebraischen Formen ist. Da nun in der vorigen 
Arbeit nachgewiesen war, dass ein solches Fundamentalsystem (ri^^\ ..., ?j^"^) 
für die ganzen algebraischen Formen stets gefunden werden kann, so ist 
damit auch die Existenz mindestens eines Fundamentalsystemes für die 

Formen erster Gattung dargethan. Hat man nun ausser (tj^^^, . . . , ij^"^) noch 

irgend ein anderes Fundamentalsystem (7i^^\ ..., ri^"*^) für jene Formen erster 
Gattung, so ist j^des Element des einen durch das andere mit ganzen Coef- 
ficienten darstellbar; da somit die beiden Systeme (iji*^) und (/?][*^) einander 
äquivalent sind, so besitzen sie gleiche Elementartheiler. Demnach besitzt 

auch das reciproke System zu (ri^^\ ...,ij^"^) dieselben Elementartheiler wie 
(ij^*\ . . . , ij^"^) und da diese sämmtlich ganze reducirte Wurzelformen sind, 

so ist auch das zu (ry^*^, ...,?j^"^) reciproke System ein Fundamentalsystem 
fUr die ganzen homogenen Formen des Bereiches, man erhält somit den 
folgenden wichtigen Satz: 

Ein System ist dann und nur dann ein Fundamentalsystem für 
die Formen erster Gattung eines Bereiches, wenn sein reciprokes 
ein Fundamentalsystem für die ganzen Formen desselben Be- 
reiches ist. 

5* 
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Ich möchte an dieser Stelle auf die schöne Arbeit von Dedehind und 
Weber, Theorie der algebraischen Function einer Veränderlichen (dieses 
Journal Bd. 92) hinweisen, in welcher die Beziehungen reciproker Systeme 
allerdings in anderer Bezeichnungsweise und ohne die Benutzung der alge- 
braischen Elementartheiler, behandelt werden. Jedoch wird a. a. 0. die im 
folgenden Abschnitte dieser Arbeit gefundene charakteristische Eigenschaft 
der Fundamentalsysteme der Formen erster Gattung nicht hergeleitet; dies 
war schon deshalb nicht möglich, weil die Herren Verfasser überhaupt die 
Elementartheiler algebraischer Systeme nicht in Betracht gezogen haben, 
und weil sie von vornherein nur die algebraischen Functionen und nicht 
die homogenen algebraischen Formen betrachten, deren Hinzuziehung für 
die ausnahmslose Gültigkeit jenes Satzes unerlässlich ist. Ebenso ergiebt 
sich nicht die Beziehung, welche zwischen den Elementartheilern eines be- 
liebigen Systems und den Theilern der beiden Fundamentalsysteme (i?^^\ • • • ^ V" ) 
und (rj^^^, •••1 V"0 besteht, und deren Herleitung den wichtigsten Theil der 
vorliegenden beiden Arbeiten bildet. 

§3. 

Die charakteristischen Eigenschaften eines Fundamentalsystems für die Formen erster Gattung. 

Die im letzten Abschnitte gefundene Beziehung zwischen einem 
Fundamentalsysteme (tj^^^, . . . , ij^"^) für die ganzen Formen und einem solchen 
(i?^^^, . . . , V"0 fllr die Formen erster Gattung will ich jetzt benutzen, um 
die charakteristische Eigenschaft dieses Systems (i?^^^, . . . , i?^"^) anzugeben, 
und um ein Verfahren zu entwickeln, durch welches man von einem be- 
liebigen algebraischen Systeme (y^^\ . . . , y^"^) ausgehend direct zu einem 
Fundamentalsysteme für die Formen erster Gattung und damit auch zu einem 
vollständigen Systeme von Integralen erster Gattung gelangen kann. 

Ein Fundamentalsystem (i?^^\ . . . , i?^"^) für die ganzen Formen war 
als solches dadurch vollständig charakterisirt, dass seine Elementartheiler 
sämmtlich ganze reducirte Wurzelformen sind, d. h. solche, deren Linear- 
factoren nur positive echte Brüche als Exponenten haben. Da nun das 

Fundamentalsystem (V^^...,VO reciprok zu (i]^^^ 9 • - -> ^^''^) ist, so müssen 
seine Elementartheiler die reciproken Werthe von ganzen reducirten Wurzel- 
formen sein, d. h. solche deren Linearfactoren lauter negative echte Brüche 
als Exponenten haben. 
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Ebenso nun wie eine Wnrzelform eine gauM redacirte Form genannt 
wurde, wenn alle ihre Exponenten positive echte Brüche sind, so soll eine 
Wurzelform, deren Exponenten sämmtlich negative echte BrOche sind, welche 
also die Form hat: 

eine gebrochene redudrte Wurzelform genannt werden. Dann ist der reci- 
proke Werth jeder ganzen reducirten Wurzelform eine gebrochene reducirte 
Wurzelform und umgekehrt. 

Hieraus folgt zunächst, dass die Elementartheiler eines Fundamental- 

systemes (ij^*^, .,., i?^"^) für die Formen erster Gattung sämmtlich gebrochene 

reducirte Wurzelformen sind. Ist umgekehrt (ij^^\ • . . , i?^"^) ein System, dessen 
Elementartheiler gebrochene reducirte Wurzelformen sind, so ist es ein Fun- 
damentalsystem für die Formen erster Gattung, denn unter dieser Voraus- 
setzung sind die Elementartheiler seines reciproken Systemes ganze reducirte 
Wurzelformen, dieses ist also ein Fundamentalsystem für die ganzen Formen, 

mithin (j?^*^, ..., ij^"^) ein solches für die Formen erster Gattung. Es ergiebt 
sich also der wichtige Satz: 

Ein System (tj^^^, . . . , ij^*^) ist dann und nur dann ein Funda- 
mentalsystem für die algebraischen Formen erster Gattung, wenn 
seine Elementartheiler reducirte gebrochene Wurzelformen sind. 
Jedes algebraische System (Y^^) ist äquivalent einem Diagonal Systeme 
[Di(xi^X2\ D2(xiyX2), >..<, Dn(xi,X2)), dessen Elemente lauter Wurzelformen 
sind. Sind : 

( ^■, t', . . ., §\ 

' HA' 



(1.) 



3 5* J*'*7 ^ 



die bezw. in Di , . . . , D^ enthaltenen gebrochenen Potenzen der einzelnen 
Linearfactoren S, 1'^ . . . so wird jenes Diagonalsystem (Di, .. ., DJ im Sinne 
der Aequivalenz nicht geändert, wenn man jene Potenzen in den einzelnen 
Zeilen von (1.) beliebig unter einander permutiii;, und alsdann die unter 
einander stehenden Potenzen mit einander multiplicirt. Speciell erhält 
man das System (£i, . . ., £») der Elementartheiler von (Yi^)^ wenn 
man die Anordnung in (1.) so gemacht voraussetzt, dass die Exponenten 
(^1, (^2, . . . ; (^1, (^2, . • . ; . . •) ihrer Grösse nach auf einander folgen. Ist nun 
speciell das System (F^^^, ..., Y^"^) ein Fundamentalsystem für die ganzen 
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algebraischen Formen, so müssen alle Exponenten J^, d[y ... positive echte 
Brüche sein, ist es dagegen ein Fnndamentalsystem für die Formen erster 
Gattung, so müssen jene Exponenten negative echte Brüche sein; im ersten 
Falle sind also die Wurzelformen (i5i(j?i, x^) bei jeder Anordnung reducirte 
ganze, im zweiten Falle reducirte gebrochene Wurzelformen, und auch 
diese allgemeinere Bedingung ist charakteristisch dafür, dass ein gegebenes 
System eine jener beiden Eigenschaften besitze. 

Ist aber ein beliebiges algebraisches System (Fj^'O ^ineni Diagonal- 
system (ö,(a?i, Xa)) äquivalent, so ist wie in der vorigen Abhandlung bewiesen 
wurde, jedes andere System (yi'^) einem Diagonalsysteme di{xi^x^ äquivalent, 
welches so angeordnet vorausgesetzt werden kann, dass je zwei entsprechende 
Wurzelformen Di(xi^ x^ und rfi(a?i, x^ in einem rationalen Verhältniss stehen, 

dass also die n Quotienten -r)—^^— 'f Tationale homogene Formen von (aji, x^ 

sind. Man findet daher alle Diagonalsysteme (^«(xi, a;^)), wenn man die 
Exponenten ((^„ (^,-, ...) der in den Wurzelfunctionen D^ix^^x^ enthaltenen 

Potenzen § ', S' ', ... um beliebige ganze Zahlen vermehrt oder vermindert 
Unter den so sich ergebenden Systemen (rf,(a?i, Xz)) giebt es nun eines und 
nur eines, dessen Exponenten d^ d' sämmtlich positive echte Brüche und 
ebenso auch nur ein einziges, wo alle jene Exponenten negative echte 
Brüche sind, und zwar erhält man diese, wenn man die ursprünglichen Ex- 
ponenten ^i, S'i, . . ., das eine Mal durch ihre kleinsten positiven, das andere 
Mal durch ihre kleinsten negativen Reste ersetzt, und die so sich ergebenden 
Diagonalsysteme (rf,(a:„ x-i)) und (rf,(a?i, x^)) sind es daher, denen die beiden 
Arten von Fundamentalsystemen beziehlich äquivalent sein müssen. Offenbar 
erhält man aber jene Systeme (d,) und (rf.) auch dadurch aus dem gegebenen 
Systeme (0^), wenn man jedes seiner einzelnen Elemente A(^„ X2) das eine Mal 
durch den grössten in ihm enthaltenen rationalen Theiler [Df(xi, x-z)] das andere 
Mal durch sein kleinstes rationales Vielfaches jZ),(x„a?2)| dividirt, und hierdurch 
hat man ein directes und sehr elegantes Verfahren, um aus den Elementartheilern 
eines ganz beliebig gegebenen algebraischen Systeme» (F^^^, . . ., Y^"^) z. B. von 
(1, y, y^ . . ., y""0 die Elem entartheiler des Fundamentalsystemes für die ganzen 
Grössen, sowie für die algebraischen Grössen erster Gattung abzuleiten. Er- 
setzt man jetzt nämlich das System (A(^n ^^2)) durch das ihm äquivalente 
rational bestimmbare System (ß.(a?i, 0^2)) der Elementartheiler von (Y^) so 
kann jenes Resultat in dem folgenden einfachen Satze ausgesprochen werden: 



Hensel, Darstellung der Integrale erster Gattung durch ein Fundamentalsystem. 39 

Es sei (Y^^\ ..., F^"^) irgend ein unabhängiges System von n 
algebraischen Functionen oder Formen des Körpers ®(a?) und 

die Elementartheiler des Systemes (1^*^*0; ^^^^ ^^^^ 

die grössten rationalen Theiler und 

|£i|, \E2\j . . ., \E^\ 

die kleinsten rationalen Vielfachen derselben, so ist das Funda- 
mentalsystem (tj^^) für die ganzen algebraischen Formen dem 
System 

von reducirten ganzen Wurzelformen, dagegen das Fundamental- 
system (tj^^) für die Formen erster Gattung dem Systeme: 

von reducirten gebrochenen Wurzelformen äquivalent und aus ihnen 
werden die Elementartheiler jenes Systems einfach dadurch er- 
halten, dass man die in ihnen enthaltenen Potenzen derselben 
Linearfactoren nach der Grösse ihrer Exponenten ordnet. 
Mit Hülfe des so gefundenen Fundamentalsystemes kann man nun- 
mehr alle unabhängigen Integranden erster Gattung vollständig aufstellen 
und ihre Anzahl bestimmen. Nach den im ersten Paragraphen dieser Ar- 
beit gefundenen Resultaten sind alle diese und nur sie in dem folgenden 
Ausdruck enthalten: 

wo 17 eine Form der (— 2)-ten Dimension ist, wo also tfi, t^, . . ., ti^ beliebige 
ganze homogene Formen der Dimensionen ^1— 2, a^— 2, ..., it*^— 2 sind, 

da diese ja die Dimensionen von //^^, ..., r/"^ zu —2 ergänzen; jedoch 
sind alle diejenigen Coefficienten Ui gleich Null anzunehmen, für welche /U,— 2 
negativ also u^ nicht ganz sein würde. Da nun jede ganze Form Ui der 
Dimension ^<— 2 genau /^,— 1 Glieder enthält, so erkennt man leicht, (vgl. 
auch meine Arbeit „Theorie der algebraischen Functionen und der algebrai- 
schen Integrale^S dieses Journal Bd. 109), dass die Anzahl p der unab- 
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hängigen Integrale erster Gattung, oder das Geschlecht des Bereiches %(x) 

durch die Gleichung 

p = iV-» + l 

gegeben ist, wenn N = (jj^^-^- ^2'\ h.^J die Gesammtdimension des Funda- 

mentalsystemes (rf^^y ..., i?^"0 ^^ ^^® ganzen Formen bedeutet. 

Als eine ganz einfache Anwendung möge in dieser Arbeit noch das 
Geschlecht der allgemeinen reinen Gleichung des nten Grades bestimmt 
und ihre Integrale erster Gattung angegeben werden. Sei also, wie in der 
vorigen Arbeit: 

wo die Ij die homogenen Linearfactoren von a(x) bedeuten, wo also die 
Summe der positiven und negativen Exponenten n, gleich Null ist. Wie 
a, a. 0. ausgeführt wurde ist in diesem Falle das System: 

bereits ein kanonisches für jeden Linearfactor f, weil allgemein y' = a" ist 
Also ist das hieraus abgeleitete System (rf^, . . . , ij^"^) 

"■■1 



(o"-) [a « ) 

ein Fundamentalsystem für die homogenen Formen erster Gattung. Also 
sind alle Integranden erster Gattung und nur sie als homogene lineare 
Functionen mit constanten Coefficienten der folgenden homogenen Formen 
der nullten Dimension darstellbar: 



WO allgemein (>^ die Dimension der rationalen homogenen Form \a ' | be- 
deutet, und wo hi nur die Werthe bis zu (>j— 2 annehmen darf, weil jeder 
Integrand ein Vielfaches von xl ist; hier sind jedoch alle die Functionen 
fortzulassen, für welche p, einen der Werthe oder 1 hat, weil für sie 
hi negativ sein würde. Ersetzt man hier X2 durch 1 und Xi durch x, wobei 
jene Formen ungeändert bleiben, so ergiebt sich die folgende einfache Dar- 
stellung aller Integrale erster Gattung: 

f ^ r ^^y J / i = ü, 1, ...,n-l\ 

WO die Coefficienten c.^^ beliebige Constanten bedeuten. 
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Das Geschlecht der durch die reine Gleichung constituirten Klasse 
ist gleich der Gesammtdimension N des Fundamentalsystemes , vermindert 
nm n— 1. Nach den Ergebnissen der vorigen Arbeit war aber: 

wo (n, Ha) den grössten gemeinsamen Theiler von n und n^ bedeutet, und 
sich die Summation auf alle Exponenten n^ bezieht. Also ist für die reine 
Gleichung 

In dem einfachsten Falle, in welchem a = -^-y und f(x) und g(x) 

beide von gleichem Grade sind, kann jene reine Gleichung folgendermassen 
geschrieben werden: 

s»i • • • Sr 

WO li, ..., Sr] II, "M Ir sämmtlich von einander verschiedene Linear- 
factoren sind. Hier ist fUr jeden Linearfactor (n, n^ => 1, es ergiebt sich 
also flir p der Werth: 

p = i|(»-l)-f»+l=(r-l)(fi-l). 
Berlin, den 16. Juli 1895. 
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Biegung mit Erhaltung der Hauptkrümmungsradien. 

(Von Flerrn J. iV. Hazzidakis in Athen.) 



Im 42. Cahier de TEcole Polytechniqae (p. 73 — 92) hat Ossian Bennet 
die interessante Aufgabe „alle Flächen zu bestimmen, welche mit Erhaltung 
der beiden Krümmungsradien gebogen werden können^^ behandelt und ge- 
zeigt, dass es ausser den Minimalflächen und den Flächen mit constanter mitt- 
lerer Krümmung, noch eine andere Familie von Flächen giebt, welche die 
genannte Eigenschaft haben und über die er sich so ausspricht : „Les surfaces 
pr^c^dentes ont un grand degr^ de g^n^ralit^, le mgme degr6 de g^n^ralit^ 
qne les surfaces ä courbure moyenne constante, car uos resultats contiennent 
deux fonctions arbitraires". Diese letztere Familie von Flächen hat er aber 
nicht näher bestimmt, weil es ihm nicht gelang, nachdem er die charak- 
teristischen Grössen P, Q^ Ä, S der Flächen bestimmt hatte, die Diiferen- 
tialgleichungen zu integriren, von denen die Bestimmung der Coordinaten der 
Flächen abhängt. 

In dieser Arbeit werden die in Rede stehenden Flächen vollständig 
bestimmt. Die dazu erforderliche Integration ermöglichte mir eine Eigenschaft 
der Differentialgleichung, von der die Bestimmung der Coordinaten einer 
beliebigen Fläche abhängt, wenn ihre Hauptgrössen , in Bezug auf ihre 
Nulllinien, bekannt sind, welche darin besteht, dass, wenn irgend eine par- 
ticuläre Lösung dieser Gleichung bekannt ist, ein integrirender Factor der- 
selben gefunden und die vollständige Integration jener Gleichung auf Quadra- 
turen zurückgeführt wird. 

Die Gleichungen der Flächen, von denen die Rede ist, sind folgende 
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WO zur Abkttrzung gesetzt ist: 

u+v ' 

^ - J (0+/)' J (u^ty ' 

1/ und r sind willkürliche Functionen resp. von u und t?, f ist der Biegungs- 
parameter. 

Die neun Constanten C müssen folgenden sechs Gleichungen genügen: 

2C\ = 0, 2C\ = -1, 2C\ = 0, 

Ich bemerke noch, dass alle Flächen, die mit Erhaltung ihrer Hauptkrüm- 
mungsradien gebogen werden können, isometrische Krümmungslinien haben. 
Die abwickelbaren Flächen sind in dieser Betrachtung gänzlich aus- 
geschlossen. 

Seien u = const. und c = const. die Nulllinien irgend einer Fläche, 
also sei E = und (7 = 0, dann haben wir für die Hauptgrössen F, 8^ d\ (J" 
dieser Fläche folgende Gleichungen (siehe Bd. 88, S. 68 dieses Journals) 



dudv 



djFd) ^ p 



05.) 



dö' 



dv du ' 

du " ^ dv' ' 

WO k=^dd"--d'' ist. 

Sollen nun die Hauptkrümmungsradien Qi^ Q2 bei der Biegung in- 
variant bleiben, so soll auch die mittlere Krümmung (welche den Werth 
—id' hat) invariant bleiben, d. i. unabhängig von dem Biegungsparameter t 
sein; und umgekehrt, bleibt die mittlere Krümmung — iJ' bei der Biegung 
invariant, so bleiben auch beide Radien q^ (>2 invariant. Wir haben also 
diejenige Biegung der Fläche zu untersuchen, bei der die Hauptgrösse S' 
unabhängig von dem Biegungsparameter / ist 

Aus der Gleichung 

dr-d" = * 

sehen wir (da Ar die Ejümmnng der Fläche ist), dass auch das Product 

6* 
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dd'' invariant sein mass. Wenn wir also setzen 

so muss f invariant bleiben, dagegen mass sich co bei der Biegung ändern. 
Setzen wir diese Werthe von J, J" in die Gleichungen (/3.) ein, so 
finden wir 

9ai 



(/5'.) 



du f dv du 



da) 



= e 



—ü) 



1 dd' dl(Ff) 



. 3ü f du dv 

Differentiiren wir jetzt die erste dieser Gleichungen nach p, die zweite nach 
u, und snbtrahiren, so erhalten wir die Gleich ang 

1 dd'\ \ ( ^fl dS'\ 






dv 



f dv' dv \ ^ \ 



1 d8' dl{Ff) 



du 



f du du 
2 dd' dd' 



+2^m^+^^^^ = 0. 



dudv f^ du dv 

Diese Gleichung darf aber kein cd enthalten, sonst wäre (o, also auch die 
Hauptgrössen d, d'\ ganz bestimmte Functionen von Uy f> und die Fläche 
würde keine continuirliche Biegung gestatten, (bekanntlich ist die Fläche 
der Form nach ganz bestimmt, wenn ihre Hauptgrössen bestimmt sind). 
Es muss also sein 



(1-) 



^yj-d^) 



f du ' du ~ "' 



dv 



_}_dS;_ dl(Ff) _ „ 

f dv' dv ~ "' 

dH(Ff) , 1 dd' dS' „ 

+ -7^ -^ • -TT- = U. 



dudv f* du dv 

Die Fälle d' = und <^' = const übergehe ich, weil es bekannt ist, dass 
die Minimalflächen und die Flächen mit constanter mittlerer Krttmmung alle 
die betrachtete Eigenschaft haben. 

Die zwei ersten Gleichungen (1.) geben nun 

.;, dd' 



(2.) 



da 



= Fr, 



^ dv '^i ' 



wo U', V beliebige Functionen resp. von «, e sind. 
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Die Voranssetzang -yr = und -jp- = führt zu den Flächen mit 
constanter mittlerer Krümmung, die wir schon ausgeschlossen haben. 

Die Voraussetzung -yr = und -jjr ^ führt zu abwickelbaren 
Flächen. 

In der That, wenn -yr = ist, so folgt aus (2.) 

d' = a(v) und Ff = U'.a'(f>). 
Nun finden wir aber aus (1.) 

Ff = l(u).u(v), 

folglich ist /= .f'/?, und F= ^^^P^'f/^ , und da F von der Form Ü.V 

ist, so folgt aus der Gleichung (a.) Ä" = 0, d. h. die Fläche ist auf der 
Ebene abwickelbar. 

Da wir aber von unserer Betrachtung die abwickelbaren Flächen 
ausgeschlossen haben, so nehmen wir im Folgenden beide Functionen 

T/T? -yT als verschieden von Null an. 

Aus den Gleichungen (2.) finden wir jetzt 

1 dd' 1 öd' , ö<r öd' 

oder 



V du K' öt? ' "^ du dV ' 

folglich ist J' = y((7+F), wo q> eine willkürliche Function bedeutet, und 
die Gleichungen (2.) gehen über in 

(3.) Ff = (p\U+V).U'V\ 

nun giebt aber die dritte der Gleichungen (1.) mit Hülfe der Gleichungen (2.) 

dudv ^ U'.V ^ 1^ ' 

also ist 

WO l/i, r, zwei neue willkürliche Functionen von u und f> bedeuten. Da 
wir aber statt u irgend eine Function desselben als unabhängige Variable 
einführen können , so können wir , unbeschadet der Allgemeinheit, C/i = u 
setzen. Aus demselben Grunde machen wir V^ = d, folglich ist 
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Aos den Formeln (3.) nnd (4.) folgt nun 

ff = _(„+«,)^£7'K>'(£7+F)^ 



(5.) 



F=- ' 1 



Um d nnd <^" zn finden, haben wir aus den Gleichungen (ß.): 

d(,Fd) ^ _ U' d(Fd") _ _ V 

dv ~ (u+vy ' du ~ (u+v)' ' 

also 

(6.) FS = -^ + U,, Fr = -^+v,. 

Es soll aber J J" = — ^^ sein, folglich muss 

sein, woraus folgt 

uU,-\-U' = UJ, 

wo t eine beliebige Constante ist. Die Functionen t/27 ^2 haben also fol- 
gende Werthe 

v v 

fj — ——... r — — 



t—U ' ^ <-|-r 

Setzen wir diese Werthe von 1/2, F^ in die Formeln (6.) ein, so erhalten wir 

(6^) Fry = -4-.-!^, Fr)" = -^.41:^. 

Aus diesen Werthen von FcT, FJ" geht nun hervor, dass die gesuchten 
Flächen isometrische Krümmungslinien haben. 

Die Differentialgleichung der Krümmungslinien ist bekanntlich 

und diese wird jetzt 

-j du = ± --dt>, 

t—u t+c 

das Integral dieser Gleichung ist von der Form 

Ü±V = const., 

was die isometrischen Krümmungslinien charakterisirt. (Dass auch die 
Minimalflächen und die Flächen von constanter mittlerer Krümmung iso- 
metrische Krümmungslinien haben, ist bekannt.) 



Haz:tidakis, Biegung mit Erhaltung der Hauptkrümmungsradien. 47 

Wir haben noch die Fundamentalgleichung (a.) zu berücksichtigen, 
da wir F, Fd, Fd" und d^ gefunden haben, so können wir das Krttmmnngs- 
maass K berechnen, wir finden auf diese Weise 

(7.) K = {u+f))\U'r(p'^-ip\ 

Setzen wir diesen Werth von K und den Werth von F (5.) in die Gleichung 
(a.) ein, so erhalten wir folgende Bedingnngsgleichung fUr die Functionen 
9, U, V: 

(8.) (2+|;) = t/'.r(«+ey.[(^)'+iP']- 

Diese Bedingungsgleichung kann auf zwei Arten erfüllt werden; erstens 
kann man beide Seiten als verschieden von Null annehmen, und zweitens 
kann man beide Seiten gleich Null voraussetzen. 

Erste Lösung. 



Jl V t 



Ist q>'-\- \^-r) verschieden von Null, so lässt sich die Gleichung (8.) 
in die Form bringen 

u\ r{u+f>y = *(w), wo CO = t/+ r 

ist. Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass der Ausdruck 
l/T'(tt+oy eine Function von co sei, ist folgende: 

ü^ __2 1_ _ _^ , _2 1_ 

j^" + ti+ü * t/' "" F" "^ u+v ' V ' 

und diese wird nur durch folgende Werthe der Functionen £/', V erfüllt 



WO a, b, c beliebige Constanten sind. Folglich ist in diesem Falle 

du . r dv 



(9.) ^ - J au'4-2bu-^c +./ av'-2 



au^-\-2bu-\-c J at?'— 26o-i-c 

Der Ausdruck t/T'(tt+t>)^ muss jetzt eine Function von co sein, und das 
ist er auch wirklich. Man findet leicht 

u .r ^u-tvj - (^au'-^2bu+c)(av'^2bv-\-c) "* V 2Ä /' 

WO R^ = b^—ac ist. 

Setzen wir diesen Werth von U'V'(u+vy in die Bedingungsgleichung 
(8.) ein, so erhalten wir für die Function (p(a)) die gewöhnliche Differential- 
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gleichang 

(10.) (2+f ) = [(f )V^'](^^^if^)' 

Ist die unbekannte Function y(a>) aus dieser Gleichung gefunden, so werden 
die Hauptgrösseu der Fläche aus den vorhergehenden Formeln leicht ab- 
geleitet. Man findet 

1 1 



(11.) 



F = - 



(u+vy ' <f\w) ' 



au^-\-2bu-\-c ^ "^ ^ t—u ' 

Ö = z ^^ (D (ü)) 



av 

Die Integration der Differentialgleichung (10.) scheint nicht leicht 
zu sein, nur ein Integral von der ersten Ordnung konnte ich finden. Es 
ist folgendes: 

[^-2a.(a))]'-4y.a,(cü) + 2a(cü)^+29)' = C, 



wo 



Zweite Lösung. 
Wenn die unbekannte Function <p((Jo) beiden Gleichungen 

2+-J-;- = und (^)'+<?' = 

genügt so wird die Bedingungsgleichung (8.) befriedigt und die Functionen 
ü, V bleiben ganz willkürlich. Dies kann wirklich eintreten, denn die 
erste dieser Gleichungen giebt 

(12.) K-) = 4c ' 

und dieser Werth genügt auch der zweiten Gleichung. Setzt man nun 
diesen Werth der Function q> in die Formeln (5.) und (6'.) ein, so bekommt 
man fllr die Hauptgrösseu der gesuchten Fläche folgende Werthe: 

(13.) F = i i£±r)i. 



'=^"'-^-Tüfh' «'■=-üIf. <>"=2'"-t; 



(v+vy ' u+v " /+t) (u+vy 
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Um die Coordinaten x, y, t der Fläche als Functionen von u, v 
darzustellen, gehen wir aas von den Differentialgleichnngen 

da 



du 
da 



= ae+a'g+A.d, 
da' 



dt 
da' 



- Q^^ = ae'+a'.g'+AJ', 
Q^ = ae"+a'.g"+A.r, 



du 

dA 



dl^N 



denen die partiellen Ableitungen der Coordinaten jeder Fläche genügen. 
Sie werden jetzt, da JE = und 6 == ist: 



(14.) 



da ö/F , . . 

= a—rz — \-A.o, 



du 

da 

de 

da' 

dv 



du 



= a 



da' 
du 

, dlF 



dv 



= AJ', 



+A.r, 



^ = A-^+aFd'-\-a'Fd, 

du du ' 

^^ = A-^+aFr+a'Fd'. 



. dv 



dv 



da da' 



Die drei Gleichungen, welche die Ableitungen nach u (A. h. die ^ , ^ , 

-g— ) geben, bilden ein System von linearen Differentialgleichungen, welches 
die a, a\ A als Functionen von u bestimmt. Ebenfalls bilden die drei 

da da! dA 

übrigen, welche die Ableitungen ^— , -g— , -3— enthalten, ein System, das 

dieselben Variablen a, a\ A als Functionen von e bestimmt. Hieraus 
schliessen wir, dass die allgemeinsten Werthe von a, a\ A^ wenn F^ d, 
^'9 ^" gegeben sind, drei willkürliche Constanten enthalten müssen und 
jeder von ihnen folgende Form haben wird 

wo C,, C2, C3 die willkürlichen Constanten sind, und a(u, ©), (p(u, ©), f(u, v) 
drei particuläre Werthe desselben. 

Jooniftl för Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. 7 
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Eliminiren wir A ans den zwei ersten Gleichungen (14.), so erhalten 
wir für a die partielle Differentialgleichung 

.- . V dla dlF , d dla 



du du d* dv 

Ebenso finden wir für a' die Gleichung 

^^^'^ de " do '^ 8' ' du ' 

oder, wenn wir die gefundenen Werthe (13.) von F, d, d\ J" einsetzen 

rifi'^ -^ ~ 2r 2 ,^r u+v t-u dla' 

^^'^ de " U+V u+v +^ ' U+V t+v du ' 

Wir versuchen zuerst particuläre Lösungen dieser Gleichungen zu finden. 
Wenn die erste eine Lösung hat, die von den willkürlichen Functionen 

Uy V unabhängig ist, so enthalten die Ableitungen -ö— , -^— weder U 

noch F. Folglich muss für eine solche Lösung sein: 

dla 2 j o 1 / , \ '+« ö'ö A 
-^— = , — und 2+(u+v)—^ ^— = 0. 

Aus diesen Gleichungen findet man leicht, dass 

eine Lösung der Gleichung (15'.) ist. Ebenfalls finden wir, dass 

eine Lösung der Gleichung (16'.) ist. 
Setzt man nun 



ö = Ol ( — r-j und a' = a[ ( — -—) , 



WO ai, a[ zwei neue unbekannte Functionen sind, so erhält man aus (15'.) 
und (16'.) folgende Gleichungen für a^ und a[: 

.^^„. 5/a, _ ^j, u + v t+v dla, 

^^^ '^ du "" ^ U+V t-u ' dv ' 

Die Integration der ersten dieser Gleichungen lässt sich bekanntlich auf 
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die Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung 

U'du . U+V dv r. 
.- = \) 

t—u u+e t + v 

zarttckfllhren, weiche sich auch so schreiben lässt: 

folglich ist das Integral derselben 

(17.) / + / -— -p— = ö = const, 

^ '^ J t—u J t-\-t> < + 

und das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung (15''.) ist 
folgendes a^ = f{6\ wo f eine willkürliche Function bedeutet. 

Daraus finden wir das allgemeine Integral der partiellen Differential- 
gleichung (15'.): 

Auf ähnliche Weise finden wir das allgemeine Integral der Gleichung (16'.): 

WO 

V'du . /• V'dt (74-F 



(>«•) ■> =./"l5^+/ 



/ + €> /— 1* 



ist. Nun muss aber -k- = ^— sein, folglich müssen die willkürlichen Func- 
tionen f und if die Gleichung erfüllen 

(<-ti)(<+o[y(^)-/^(ö)]+i(ii+t.)(f/+F)[y'(i?)+r(ö)] = 0, 

und da aus (17.) und (18.) 

.,-/? - (t^+F)C«i+r ) 

^ ((+C)(/-M) 

folgt, 80 wird die Bedingungsgleichung zwischen y(??) und /"(ö) 

(19.) K<p(?i)-m) = (.v-o){'p'(v)+rm 

Zwischen tj und kann aber keine Gleichung bestehen, weil die Func- 
tionen U, V ganz willkürlich bleiben müssen. Folglich muss die Gleichung 
(19.) identisch für jedes und tj erfüllt werden. Differentiiren wir dieselbe 
nach 6 und rj, so bekommen wir 

<p"(r,)-r(ß) = 0, 
also ist 

(p"(ri) = f'(e) = const. = 2Cj, 
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folglich ist 

und 

Setzt man ferner diese Werthe in die Bedingangsgleichung (19.) ein, so 
findet man, dass C[ = Ci und C2 = C2 sein muss. 

Die allgemeinste Lösung der Gleichungen (15'.) und (16'.) ist also 
folgende : 



(20.) 



wo Ci, C2, C3 beliebige Constanten sind und 6 und 17 die Werthe (17.) 
und (18.) haben. 

Auch 6, b' und c, c' (nämlich die partiellen Ableitungen -g^, -^ 

und -3—, -^J genügen denselben Differentialgleichungen (15'.) und (16'.) 

und haben also dieselben Werthe (20.), nur die Constanten werden ver- 
schieden sein. 

Die Bestimmung der Coordinaten x, y, z aus ihren partiellen Ab- 
leitungen a, o', 6, 6', c, c' hat jetzt keine Schwierigkeit mehr. Wenn 
man setzt 



also 



^ ^ (t+vXu-^t) 

u-\-v 






so ist 



do ^tt-J-t)>'' du "" ^ M+ 

und durch Integration erhält man folgende Werthe der Coordinaten x, y, s 
der gesuchten Fläche 



(21.) y = co\C[ +C^<p +C;(p'\ +c^r, 

,z = t»|c;'+c;</>+c,vH-C37, 
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wobei 



V - J (p+<)» J ((_«)• 



und 



f F'dP /• ü*du 

gesetzt ist. 

Die neun Constanten C„ Cj, Cj, C,', C», C,', C;', d', C," können nicht 
alle willkürlich sein. In der That mnss 



^ = 0. "»tC^)". « = » 



sein, nnd dies geschieht identisch, wenn die nenn Constanten C folgenden 
sechs Gleichnngen genügen: 

r 2C\ = 0, SCI = -1, -2"C| = 0, 
Auch die Determinante 



(22.) 



c, 


c. 


c. 


C[ 


c,' 


Ci 


C[' 


c." 


a" 



deren Quadrat, vermöge der Gleichungen (22.) gleich \ ist, muss den Werth 
+\ (nicht — I) haben, damit die Functionen J, J', cJ" die Werthe (13.) 
(und nicht die entgegengesetzten) haben. 
Setzt man endlich 

c. = i(«+?'0, c[ = i(«'+/o, c." = i(«"+/'0, 

C, = /3», C2 = ß'i, Ci' = /9"i, 

so genügen die neun Constanten «, /3, y, a, ß', y', a", ß'\ y" folgenden 
sechs Gleichungen 

Sa' = 1, Sß'^ 1, Sf = 1, 

Saß = 0, -S/Jy = 0, Sya = 0, 

sie sind also die Coefficienten einer beliebigen orthogonalen Substitution. 

Anmerkung. Von den nenn Constanten C bleiben drei willkür- 
lich, weil die Fläche durch die Hanptgrössen E, F, G, d, d\ d" der 
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Form nach ganz bestimmt wird, ihre Lage aber kann im Räume jede 
Aenderung erleiden. 



Ich will noch bemerken, dass die Integration der beiden partiellen 
Differentialgleichungen 

.^p, . dia _ dlF 8 dla 

^^^'^ ör ~ öo "*" S' "du ' 

WO -r,- = ^— ist, welche die Coordinaten jeder Fläche bestimmen, wenn 

£ = 0, = und die F, rf, rf', d" bekannt sind, immer auf Quadraturen 
zurückgeführt wird, wenn nur irgend eine Lösung einer dieser Gleichungen 
bekannt ist. 

Sei in der That «o irgend eine Lösung der ersten Gleichung. Sei 
nämlich 

X dla, dlF 8 dla. 



du du 3' de ■ 

wenn man alsdann a = ay^a^ setzt (wo Oi eine neue Unbekannte ist), so 
wird die erste Gleichung 

. dla, _ ö dla^ 

Die Integration dieser partiellen Differentialgleichung wird, wie bekannt, 
auf die Integration der gewöhnlichen Differentialgleichung 

(25.) d.du+d'.dv = 

F 

zurückgeführt und, wenn man mit — einen Multiplicator dieser Gleichung 

bezeichnet, so muss sein 



dv du 

oder 



w öv öc CS du du 



Hazüidakis, Biegung mit Erhaltung der Hauptkrümmnngsradien, 55 



es ist aber 



dv du ' 



folglich 



el- e' 



1 .S'.^ + Fd-^ = FS' ° 



m du dv du 



d. h. 



dla dlF d diw 



du du d' dt 



+ nü 



Vergleicht man diese Gleichung mit der Gleichung (23.), so sieht man un- 

F 
mittelbar, dass man cD = a„ nehmen kann, dass also — ein Multiplicator 

der Gleichung (25.) ist. Das allgemeine Integral derselben ist also 

f—(^Sdu+d'dv) = Constante = 0, 



und das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung (24.) ist 

wo (p eine willkürliche Function bedeutet, folglich ist 

das allgemeine Integral der partiellen Differentialgleichung (15.). 

Auf ähnliche Weise findet man, dass das allgemeine Integral der 
Gleichung (16.) von der Formel 

gegeben wird, wo of, irgend eine Lösung derselben, f eine willkürliche 
Function und ij das Integral 

/^(d'du+d"df>) 

bedeuten. 

Nun kann man aber aus der Lösung a der Gleichung (15.) die ent- 
sprechende Lösung a' der Gleichung (16.) leicht finden. In der That ist 

da' _ da 
du ~" dt> 

und 

da' _ , dlF ö" da 

dv '^ ^ dv '^ d' do ' 
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Differentiirt man die zweite dieser Gleichungen nach u und beachtet die erste, 
so findet man 

ö'a da dlF , , dUF , ( rf'" öc t 



wodurch «' gegeben wird. 

Es genügt also, irgend eine Lösung einer von den Gleichungen (15.) 
oder (16.) zu haben, um sie vollständig zu integriren. Die Function (p 
muss nachher so bestimmt werden, dass 

da __ da' 
dv "" du 

identisch wird, was im allgemeinen keine Schwierigkeit bietet. 
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Zur Theorie der Resultanten. 

(Nachtrag zu der Abhandlung aus Bd. 116 S. 33 — 49.) 
(Von Herrn Evgen Netto in Giessen.) 



W ir haben jetzt noch eine Frage zn erledigen, die sich an die bis- 
herigen Untersuchungen anschliesst Die Functionen Vk+ii welche bei der 
Bildung des gemeinsamen Theilers zweier Functionen die bedeutendste Rolle 
spielen, sind durch 



^k+l — 



C2 



C*-+-l 



^k+l 



'ib+2 



'2*-+-l 



.*+l 



definirt worden. Dabei wissen wir aber, dass nur diejenigen 5P]t-+-i in Frage 
kommen, deren Index (ft+l) die Ordnung einer der nicht verschwindenden 
Determinanten der Reihe 



'«»1 



C(. 


c, 


1 


c, 


C2 





Cu 



C3 



C, Cj 



... 



ist. Wenn nun, nach steigender Grösse geordnet, «1, «2, «3, ... diese Ord- 
nungen sind, also nur ¥^,,, ¥^^, ¥^„,, ... bei den früher besprochenen Bil- 
dungen auftreten, dann ist die Beantwortung der Frage von Interesse: was 
wird aus den nach gleichem Gesetze gebildeten V'x, wobei l einen Zwischen- 
werth zwischen n^ und n^^i besitzt (w« < ^ < «a+O? Wir wollen die Ant- 
wort durch den Satz geben: Ist Wa+i>fia+l, so verschwinden sämmtliche 
Glieder der Reihe 



^n^ + U ^f. 



• • . 



Hf. 



Ä^_LI —2 



identischy während sich V^«^ 1 bis auf einen constanten Factor auf V„ 
reducirt. 
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Netto, zur Theorie der Resultanten. 



Der einfacheren Schreibweise wegen wollen wir die Determinante 



Ca 


^ß 


C/y • 


. c^ 


^a+1 


C;9+l 


Cy^l . . 


Q+l 


^a + 2 

• • 


■ • 


■ • • 


. . C^+2 

• • ■ 



mit |a, /i, y, . . ., J 



bezeichnen und wir werden ferner den Beweis an besonders charakteristi- 
schen Fällen darlegen, welche die Richtigkeit des allgemeinen Satzes 
klarstellen. 

Es reicht aus, dass wir die Beziehungen der als Coefficienten der 
V auftretenden Determinanten zu einander untersuchen. Man hat 

V/,^, = a*+»|0, 1, . . ., *|-Ä*|0, . . ., ft-1, ft+l|+«*-»|0, . . ., Ä-2, Ä, &+l|-... 

.-.±2^10, 2, 3, . . ., &+l| + |l, 2, . . ., &+l|. 

Nun wählen wir gleich als besonderen Fall & = 5 und weisen folgenden 
Satz nach: 

ht |0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 1 4= 0, dann können nicht aUe Determinanten 



0, 1, 2, 3, 4, 5|, |0, 1, 2, 3, 4, 6|, |0, 1, 2, 3, 5, 6|, 
|0, 1, 2, 4, 5, 6|, |0, 1, 3, 4, 5, 6|, |0, 2, 3, 4, 5, 6|, 

|1, 2, 3, 4, 5, 6 



gleichzeitig verschwinden. Dies folgt aus der Entwickelung der in der Vor- 
aussetzung gegebenen Determinante nach den Elementen der letzten Spalte. 
Ist also ¥*7 eine der in der Theorie des gemeinsamen Theilers wirklich 
auftretende Determinante, dann kann ¥^o nicht identisch Null werden. — 
Wir setzen nun voraus, um zu weiteren Sätzen zu gelangen, dass 

(|0, 1, 2, 3, 4, 5| = 0, |0, 1, 2, 3, 4, 6| = 0, 
^""•^ 1 10, 1, 2, 3, 5, 6| = 0, |0, 1, 2, 4, 5, 6| + 

sei, so dass sich V^ auf die Form einer Function dritten Grades: 

|0, 1, 2, 4, 5, 6|«^-|0, 1, 3, 4, 5, 6|«'^+|0, 2, 3, 4, 5, 6|a-|l, 2, 3, 4, 5, 6| 

reducirt. Zu beachten ist, dass die verschwindenden Determinanten in (a.) 
die Spaltenanfänge c,„ c„ c^, c^ gemeinsam haben. Daher kann kürzer ge- 
setzt werden 



0, 1, 2, 3, o, a\ = 0, 



(a = 4, 5. (>; a = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 0) 
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Entwickelt man dies nach den Elementen der letzten Spalte, so entateht 



iß.) = cjl,2, 3,4, a + l|-c 



a+\ 



C(j Cy C'l C3 Cf^ 



€•2 C3 C4 C5 C^^2 



C3 ^4 ^5 ^i ^a+.3 



Cl Cii C7 Ca C. 



a-f5 



+..~c.^5|0, 1, 2, 3, o|. 



Wären auch nur in einer der drei Gleichungen (/?.) für a = 4, 5, 6 nicht 
alle auftretenden Determinanten gleich Null, dann mttssten wegen der be- 
stehenden homogenen linearen Gleichungen zwischen den c«, c^^i^ . . . alle 
Determinanten sechster Ordnung, die aus der Matrix 



(r) 






• • % 



Co, 



^5 1 ^0 ? 



'11 



gebildet werden können, gleich Null sein, also insbesondere auch |0, 1, 2, 4, 5, 6|, 
was der Voraussetzung entgegen ist. Folglich ist jede der in den drei 
Gleichungen (/?.) auftretenden Determinanten gleich Null, oder: jede der 
Determinanten verschwindet^ welche aus (/.) dadurch entsteht, dass man eine 
ganz beliebige Zeile und zwei beliebige der drei letzten Spalten unterdrückt. 
Daraus folgt insbesondere, wenn man die beiden letzten Spalten von (y.) 
beseitigt, dass die fünf Determinanten 
|0, 1,2,3, 4|, |0, 1,2,3, 5|, |0, 1, 3, 4, 5|, |0, 2, 3, 4, 5|, |1,2,3,4,5| 
verschwinden. Es ist also V^s identisch gleich Null. — 

Nehmen wir weiter irgend ein System der erhaltenen Determinanten, 
welche sich nur durch die letzte Spalte unterscheiden, z. B. 



'jj 



c> 



C3 



C3 



'a 



^5 Ca+2 



'0 



Cs 



'6 



'aH-3 



'a + 4 



(a = 4, 5. 0) 



C5 Cfj C^ C« Ca + i 

80 sind nicht nur diese gleich Null, sondern natürlich auch die für 
a = 0, 1, 2, 3 entstehenden. Entwickelt man wieder nach den Elementen 
der letzten Spalte, 

= c«|2, 3, 4, 5|±c„,,.0-c«^3|0, 3, 4, 5|+c.^3|0, 2, 4, 5| 

-c«^,|0, 2, 3, 5|+c«^5|0, 2, 3, 4|, 

8* 
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80 kann man hier genau denselben Schluss machen, der sich oben an die 
Gleichungen (ß,) knüpfte ; und es ergiebt sich : Jede der Determinanten ver- 
schwindet, die ans (/.) dadurch entsteht, dass man zwei ganz beliebige Zeilen 
und die drei letzten Spalten unterdrückt. Daraus folgt insbesondere, dass 
die fünf Determinanten 

|0, 1, 2, 3|, |0, 1, 2, 4|, |0, 1, 3, 4|, |0, 2, 3, 4|, |1, 2, 3, 4| 

verschwinden. Es ist also ¥^4 identisch gleich Null, — Vertauscht man im 
obigen Satze Zeilen und Spalten, dann kann man auch sagen: Alle Deter- 
minanten vierter Ordnung der Matrix 



(cJ.) 



^01 


Ci, 


• ■ • m 


Cs, 


Ci, 


C2, 


m • • % 


Cfo 


C2, 


C3, 


• • • ^ 


C7, 


C31 


C4, 


• • 9 • 


c« 


• 


1 • 




nrr 



verschwinden. Offenbar lässt sich eine weitere Fortsetzung der angewendeten 
Schlussweise nicht mehr geben. Dagegen zeigt unsere Methode unmittel- 
bar: Hätte man als Voraussetzung hingestellt: 

1 10, 1, 2, 3, 4, 5| = 0, |0, 1, 2, 3, 4, 6| = 0, |0, 1, 2, 3, 5, 6| = 0, 
^" '^ \ |0, 1, 2, 4, 5, 6| = 0, |0, 1, 3, 4, 5, 6| + 0, 

dann hätte man schliessen können: Sämmtliche Determinanten verschwinden, 
die aus (^.) dadurch entstehen, dass man eine beliebige Zeile und zwei beliebige 
der vier letzten Spalten, oder auch zwei ganz beliebige Zeilen und drei be- 
liebige der vier letzten Spalten, endlich drei beliebige Zeilen und die vier 
letzten Spalten tilgt. 

Der Beweis raüsste an die Determinanten 

I ü, 1, 2, a, 6, « I = 0, (« = 3, 4, 5; 6 = 4, 5, C; « <: 6, a = 0, 1, 2, 3, 4. 5, fi) 

anknüpfen. — 

An zweiter Stelle wollen wir nachweisen, dass wenn unter der Vor- 
aussetzung (a.) die Determinante |0, 1, 2| + ist, die Gleichung 

(|0, 1, 2|:|0, 1, 3|:|0, 2, 3|:|1, 2, 3| 

' = |0, 1, 2, 4, 5, 6|:|0, 1, 3, 4, 5, 6|:|0, 2, 3, 4, 5, 6|:|1, 2, 3, 4, 5, 6| 

gilt, dass also W^ bis auf einen constanten Factor gleich ¥^3 wird. Hierzu 
brauchen wir den folgenden Satz: Hat man eine Matrix von (^+^) Spalten 



{d.) 
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und von (x+X--i) Zeilen 



(;i = «4-A-l) 



a, 



dann gilt die Gleichung 

X 

(»= 1, 2, ..., x-f-l; >=i, 2, /i) 

Man erhält diesen Satz, wenn man die identisch verschwindende Determinante 

\ßn . . . ßa 

j/^ii • • • ßa 

|/^21 • • • ß2X 



Ä-i,i • • • P;i-i,A 
nach den Elementen der ersten Zeile entwickelt und dann die Glieder der 
entstehenden Formel in der Weise, wie ich es im Bande 114 dieses Jour- 
nals angegeben habe, durch die a rändert. 

Dieser Satz ergiebt sofort die drei Gleichungen 

(0, 1, 2|.|0, 1, 3, 4, 5, 61-10, 1, 3|.|0, 1, 2, 4, 5, 6|+|0, 1, 4|.|0, 1, 2, 3, 5, 6| 
-10, 1, 51.10, 1, 2, 3, 4, 61+10, 1, 6|.|0, 1, 2, 3, 4, 5| = 0, 

10, 1, 21.10, 2, 3, 4, 5, 61-10, 2, 3|.|0, 1, 2, 4, 5, 6|+|0, 2, 4|.|0, 1, 2, 3, 5, 6| 
-10, 2, 51.10, 1, 2, 3, 4, 61+10, 2, 6|.|0, 1, 2, 3, 4, 5| = 0, 

.0, 1, 2|.|1, 2, 3, 4, 5, 61-11, 2, 3|.|0, 1, 2, 4, 5, 6|+ll, 2, 4|.|0, 1, 2, 3, 5, 6| 

-II, 2, 51.10, 1, 2, 3, 4, 61 + 11, 2, 6|.|0, 1, 2, 3, 4, 5| = 0, 

welche unter den gemachten Voraussetzungen in die einfacheren 

|0, 1, 2|.|0, 1, 3, 4, 5, 61 = 10, 1, 3|.|0, 1, 2, 4, 5, 6|, 

10, 1, 2|.|0, 2, 3, 4, 5, 61 = |0, 2, 3|.|0, 1, 2, 4, 5, 6|, 

10, 1, 21.11, 2, 3, 4, 5, 61 = II, 2, 3|.|0, 1, 2, 4, 5, 61 

übergehen und damit unsere Behauptung (rf.) beweisen. 

Ebenso hätten wir unter der Voraussetzung («'.), wenn mit ihr gleich- 
zeitig |0, II 4=0 ist, die Gleichung 

(d'.) ;0, 1|:|0, 2|:|1, 2! = |0, 1, 3, 4, 5, 6|:!0, 2, 3, 4, 5, 6|:|1, 2, 3, 4, 5, 6| 

and damit nachweisen können, dass Vq und Wz sich nur durch einen von 
st anabhängigen Factor unterscheiden. — 
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Wir kommen jetzt zu dem Nachweise, dass bei (a.) auch wirklich 
|0, 1, 2|4=0, und ebenso bei («'.) auch wirklich |0, l| + ist. Dadurch 
ist dann unser, zu Anfang dieses Nachtrags ausgesprochener Satz in allen 
Tb eilen dargethan. 

Um den Gedankengang des Beweises deutlich hervortreten zu lassen, 
beginnen wir mit der Voraussetzung 

(«".) |0, 1, 2, 3, 4, 5| = 0, |0, 1, 2, 3, 4, 6| = 0, |0, 1, 2, 3, 5, 6| + 

und untersuchen, was hierbei aus der Annahme 

(^".) |0, 1, 2, 3| = 

folgen würde. Nach dem bewiesenen Theoreme, welches an erster Stelle 
behandelt worden ist, verschwinden dann alle Determinanten 

|0, 1, 2, 3, a\. (a = 0, 1, 2, 3, 4. 5) 

Hieraus folgt unter Berücksichtigung von («".) durch Entwickelung 
cjl, 2, 3, 4hc.^,|0, 2, 3, 4|+c.^,|0, 1, 3, 4|-c.^3|0, 1, 2, 4| = 0; 

(a = 0, 1, 2, 3, 4, 5) 

wäre demnach auch nur eine der hier auftretenden Determinanten von Null 
verschieden, so müsste wegen der bestehenden linearen homogenen Glei- 
chungen jede Determinante vierter Ordnung verschwinden, die sich aus 
der Matrix 



er'.) 



Cj) C| C2 C3 C4 C5 

Ci €'2 C3 C4 C5 Cf^ 

C2 C3 C4 C5 Cji C-j 

^3 ^4 ^5 ^fi ^7 ^8 



bilden lässt. Darunter sind aber gerade die in Frage stehenden Deter- 
minanten enthalten, die wir von Null verschieden annahmen. Es ist also 

(O |0, 1,2,4| = 0, |0, 1,3,4| = 0, |0,2, 3,4| = 0, |1,2, 3,4| = 0. 

Unter Verwendung dieser Resultate liefert die Gleichung 

|1, 2, 3, 4, a| = (a = 0, 1. 2, 3. 4. 5) 

auf demselben Wege 

(1?;'.) II, 2, 3, 51 = 0, |1, 2, 4, 5| = 0, il, 3, 4, 5| = 0, |2, 3, 4, 5| = 0. 
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Jetzt entwickeln wir jede der Determinanten für a = 0, 1, 2, 3, 4 



C{) . 
c, . 



Cj c„ 



• ^4 ^a+l 

• ^5 ^a + 2 



• ^7 ^a + 4 



= 0, 



C5 ... C« C^^-ö 



C|, . 


, . Cj c„ 




Ci) . . 


• ^3 ^a 


' C/| • < 


• • ^4 ^a + 1 




C^ • < 


• ^5 ^a+2 


<h ■ 


• • Cß C^ + 3 


-0, 


Cj .. 


• ^6 ^a+3 


c^ . 


• • ^7 ^a-l-4 




C4 . 


• • ^7 ^«+4 


Cg . . 


• ^H C^ + 5 


1 


Cs . 


. . Crt Ca^.5 



= 



(Jl2-) 



unter Benutzung des bereits Bewiesenen nach den Elementen der letzten 
Spalte; dabei entstehen die Gleichungen 

■ c,+JO, 2, 4, 5I-C.+3I0, 1, 4, 5|+c,^J0, 1, 2, 5| = 0, 

(*"•) ' c«+i|0, 3, 4, 5|-c«+3l0, 1, 4, 5|+Ca+4lO, 1, 3, 5| = 0, (a=«M *) 

l c.+alO, 3, 4, 5|-c«^3l0, 2, 4, 5| + c«+J0, 2, 3, 5| = 0. 

Aus diesen drei Gleichungen lässt sich folgern: 

(|0, 1, 2, 51 = 0, 10, 1, 3, 51 = 0, 10, 1, 4, 5| = 0, 

. 10, 2, 3, 51 = 0, |0, 2, 4, 5| = 0, |0, 3, 4, 5| = 0. 

In der That, wäre |0, 3, 4, 5| 4= 0, so würde gemäss der letzten der Glei- 
chungen (&".) jede der Determinanten dritter Ordnung aus 

C2 C3 C4 C5 Cf, 

^3 ^4 ^5 ^5 ^7 

^4 ^5 Cfi ^7 ^8 

verschwinden müssen; also aber auch gegen die eben gemachte Annahme: 

10, 3, 4, 51 = cJ4, 5, 6|-cJ3, 5, 6|+cJ3, 4, 6|~C3|3, 4, 5|. 

Es muss also jedenfalls |0, 3, 4, 5| = sein. Die hierdurch reducirten 
beiden letzten Gleichungen (&".) liefern dann ebenso |0, 2, 4, 51 = 0, 
|0, 1, 4, 5| = 0; und hierdurch entsteht die weitere Reduction von (d".) auf 
die drei Gleichungen 

c«^JO, 1, 2, 5| = 0, c«^,iO, 1, 3, 51 = 0, c.^JO, 2, 3, 5| = 0. 

(a = iK 1, 2, 3, 4) 

Wäre also auch nur eine der drei auftretenden Determinanten von Null 
verschieden, so hätte man 

C4 = 0, C5 = 0, Cq = 0, C7 = 0, Cs = 0. 
Wegen (c".) mOsste dann auch C3 = sein. Aber nun würden gegen die 
Voraussetzung («".) alle Elemente der vierten Spalte von |0, 1, 2, 3, 5, 6| zu 
Null. Das geht nicht. Somit ist (1?".) bewiesen. 
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Nimmt man nun («".), (i?".), (ly'/.), (yj^.) zusammen, so zeigt es sich, 
dass alle 15 Determinanten vierter Ordnung der Matrix 

IC|i Ci C2 C3 C4 C5 

^3 ^4 ^5 A) ^7 ^H 

verschwinden müssen. Benutzt man aher für die Entwickelung von 
|0, 1, 2, 3, 5, 6| den Lap/ae^schen Satz hinsichtlich der vier ersten und der 
beiden letzten Spalten, so folgt wiederum das Verschwinden dieser Deter- 
minante. Hier sind wir zu einem Widerspruch gegen («".) gelangt. Folglich 
ist |0, 1, 2, 3| eon Null verschieden. — 

Wir kommen jetzt zu der Voraussetzung 

pO, 1, 2, 3, 4, 51 = 0, 10, 1, 2, 3, 4, 6| = 0, 

10, 1, 2, 3, 5, 61 = 0; |0, 1, 2, 4, 5, 6| 4= 

und untersuchen, was hier aus der Annahme 

(0 10, 1, 21 = 

folgen würde. Wie wir wissen, verschwinden alle 

|0, 1, 2, a\. (0 = 0, 1,2,3,4,5) 

Hieraus folgt unter Berücksichtigung von («.) 

c«|l, 2, 31 — c«+i|0, 2, 3|+c«^2l0, 1, 3| = 0; (« = 0,1,2,3,4,5) 

wäre demnach eine der hier auftretenden Determinanten von Null ver- 
schieden, so müsste wegen der bestehenden linearen homogenen Gleichungen 
jede Determinante dritter Ordnung verschwinden, die sich aus der Matrix 

Ci) Ci Ci C3 C4 C5 

^5 ^() 

Cr, C7 

bilden lässt. Darunter sind aber gerade die in Frage stehenden Deter- 
minanten enthalten. Es ist also zu setzen 

{ri) 10, 1, 31 = 0, 10, 2, 31 = 0, ü, 2, 31 = 0. 

Unter Verwendung dieser Resultate liefern die Gleichungen 

II, 2, 3, «1 = 0, |2, 3,4, «1 = (a = (i,i, 2, 3,4, 5) 

auf demselben Wege 

(|1, 2, 41 = 0, 11, 3, 4| = 0, |2, 3, 4| = 0, 
*^''*'^ \;2, 3, 51 = 0, 12,4,51 = 0, 13,4,51 = 0. 



(SO 



i Ci C-} C3 C4 

l C2 C3 C4 C5 
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Jetzt entwickeln wir jede der Determinanten für o = 0, 1, 2, 3 



(0 



C() Ci Ci 



'a 



'a+1 



\ c 



a+3 



'a+4 



= 0, 



Co Ci 
C'i C3 

C3 C4 



'a 



C4 



^4 ^5 ^ 



'a4-2 



'a+3 



'a+4 



= 



W 



r Ca+llO, 3, 41- 

lc«^JO, 3, 41- 



(a = ü, 1, 2, 3) 



anter Benatzung des bereits Bewiesenen nach den Elementen der letzten 
Spalte and erbalten dadurch 

0, 3, 4|-c«^|0, 1, 41 = 0, 

c.+alO, 2, 41 = 0. 

Aas diesen beiden Gleichungen lässt sich folgern: 

(i?,.) 10, 1, 41 = 0, 10, 2, 41 = 0, |0, 3, 41 = 0. 

In der That, wäre |0, 3, 4| + 0, so würde gemäss der letzten der Gleichun- 
gen (1^.) jede der Determinanten zweiter Ordnung aus der Matrix 

Ci C3 C4 C5 
C3 C4 C5 Cß 

verschwinden müssen; also auch gegen die Annahme 

10, 3, 41 = Co|4, 5|-Cil3, 51 + C2I3, 4|. 
Es muss also jedenfalls |0, 3, 4| = sein. Die hierdurch reducirten beiden 
Gleichungen (d.), nämlich 

c«^3l0, 1, 41 = 0, c^+3'O, 2, 41 = (« = o. 1, 2, 3) 

lieferten dann, wenn eine der beiden Determinanten von Null verschieden wäre, 

C3 = 0, C4 = 0, C5 = 0, Cß = 0; 
wegen (je.) müsste ferner auch C2 = sein. Hierdurch wird aber aus 
|0, 1, 2, 3, 4, 5| = entnommen, dass c\.c^^ = wird. Ist jedoch auch noch 
Ci = oder C7 = 0, dann verschwinden in |0, 1, 2, 4, 5, 6| alle Elemente 
der zweiten oder der dritten Spalte; jedenfalls tritt also ein Widerspruch 
gegen die Voraussetzung heraus. Somit ist (ijj) bewiesen. 

Nun benutzen wir denselben Schluss, der von (»/.) auf (»/i.) führte. 
Wir nehmen statt («.) an 



0.0 



c, 



C3 



'a+1 



C4 Cj Cß Ca +3 



'a+* 



= 0, 



Ci 



Ci 
Ci 



^4 ^5 Ai 



'a+2 



'a+3 



^5 ^ ^7 Ca4-4 



= 0, 



(a = CJ. 1, 2, 3) 
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daDn geht (172.) in die Gleichungsreihe 



(^3.) 



1, 2, 51 = 0, II, 3, 51 = 0, II, 4, 51 = 



über, und der Beweis lässt sich fast buchstäblich aus dem eben gegebenen 
ablesen. 

Wir betrachten femer an Stelle von (i.) 



^\ 



'a 



'i 



C3 C4 



'aH-2 



^4 ^5 ^6 ^ 



C,i 



«-+-♦ 



'a+5 



= 0, 






C2 



'a 



'a+3 



C4 C5 Ce Cfl-f^ 

^5 ^G ^7 ^a+5 



= 0; 



(a=ü, 1,2,3) 



dies liefert ebenso 



(i?4.) 10, 2, 5 

und endlich folgt aus 



= 0, |0, 3, 51 = 0, 10, 4, 51 = 0, 



Cc, 



C2 



^1 ^2 ^3 ^ 



a+1 



'aH-2 



^0 ^7 ^a+5 



= 



(a = 0, 1, 2, 4) 



die Gleichung c^+alO, 1, 5| = und daraus 

(i?5.) 10, 1, 51 = 0. 

Nimmt man nun (f.), (^.), (/?,.), ..., (^5.) zusammen, so zeigt es 
sich, dass alle 20 Determinanten dritter Ordnung aus der Matrix 

(C„ Cj C2 C3 C4 C5 
I 

[ C2 Cj C4 Cf, Cji C7 

verschwinden müssen. Benutzt man aber für die Entwickelung von 
|0, 1, 2, 4, 5, 6| den Lap/ac^schen Satz hinsichtlich der drei ersten und der 
drei letzten Spalten, so folgt wiederum das Verschwinden dieser Deter- 
minante, welche der Annahme nach von Null verschieden ist. (£.) ist daher 
nicht aufrecht zu erhalten, d. h. |0, 1, 2| i^f von Null verschieden. 

Wie man sieht, lässt sich durch drei einfache Operationen der Be- 
weis schrittweise durchfuhren. Die Voraussetzung («'.) liefert dabei gar 
nichts Neues, so dass wir darauf verzichten können, auch diesen Fall noch 
besonders zu behandeln. — 
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Wir wollen jetzt die Resultante von 
in der unverkürzten Determinantenform 



R = 



a,, öl Ö2 

0,1 a, 



bt) bi bi 
6o 6i 



• • • 



(« Zeilen) 



(w Zeilen) 



betrachten und mit A«^ diejenige Subdeterminante bezeichen, welche aus R 
durch Unterdrückung der ;ften Zeile und der Xten Spalte entsteht. Dann 
gilt der Satz: Die Differem 

ist für jede Wahl von a, /5, ^, y, o durch R theilbar. 

Wir wollen diesen Satz zunächst für den besonderen Fall 



(^^ 



<"■ 



) 



"a/i 



fehlende /tite Spalte 



beweisen. Hierzu bilden wir eine Determinante 

in welcher C^^R^^, C^ = Riy sein soll. Die in R 
von R setzen wir in C2 über die (^+l)-te Spalte von R^y] die in R^^ 
fehlende vte Spalte von R setzen wir in C3 unter die (v— l)-te Spalte von 
Ä«^ . Alle übrigen Spalten in C2 und C3 werden mit Nullen gefüllt. Dann ist 

C/| C/2 

O3 O4 

Die Determinante der C muss jetzt umgewandelt werden. Zuerst schieben 
wir die von Null verschiedene Spalte von C2 nebst der darunter stehenden 
von C4 so zwischen die von Cj, C3, dass die vorher in Cj fehlende Spalte 
jetzt ersetzt wird. Dann addirt man die in C^ zurückbleibenden Spalten mit 
Ausnahme der ersten so zu denen von C3, dass auch in der unteren Hälfte 
der Determinante die ersten m+n Indices ohne Lücke steigen. Dadurch 
werden die ersten Elemente der unteren Zeilen mit den b bis auf die erste 
dieser Zeilen gleich denen der oberen Zeilen mit den gleichen Elementen 
und sie können also getilgt werden. Desgleichen kann man die unteren 

9* 
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Zeilen mit den a redaciren bis auf die eine oben nicht vorhandene ate Zeile. 
Setzt man diese zwischen die (a— l)-te und (a+l)-te hinauf und zieht aus 
der so umgeformten Determinante das Element 6u heraus, dann zerföUt die 
zurückbleibende Determinante, und R selbst ist der eine Factor. Dadurch 
ist der Satz bewiesen. 

Wir wollen diese Vorschriften durch ein Beispiel erläutern. Es sei 

o,) Ol 02 
o,, 01 »2 
R = 



dann wird 









O.) 


Ol 


<h 


k 


6. 


b. 


b. 








b„ 


6, 


b. 


b^ 



^21^15—^14^12 = 



Ol «2 o,, 

o,, a, oj 

b, 6, 63 6„ 

6„ 6, 62 6j 

«0 a, Oi 

Ö2 a„ a, 



6., 6, 62 63 
63 6„ 6, 62 



o,, Ol oj 

a,, a, o, o,, Oi 

o„ a, «2 

6., 6, ftj 63 

60 61 bi 6, 

0, 02 

bi h> bi 6„ 62 63 

6, 62 



= 6., 



Oua, OjO 

a„ o, oj 

6„ 6, 6, 63 

6„ 61 62 6j 

a„ a, 02 dl 02 

o,, a, a^ Ou Oi 

6, 62 63 6„ 62 63 

6„ 6i 62 6j 6, 62 

o,, 01 02 

0,, Ol O: d,, a, 

o,, o, 02 

6„ 6, 62 63 

6n 6, 62 63 

o, 02 

6, 62 



= Ä 



Ö'Ä 



0(15)0(32)' 



wobei die letzte Differentiation nach dem fttnften Elemente der ersten and 
nach dem zweiten Elemente der dritten Zeile zu bewerkstelligen ist. 

Genan entsprechend lässt sich die Richtigkeit des Satzes fUr a>>n 
nachweisen. Man hat demnach, wenn v^.u ist, 

fio/i ßlr ^ ßa, v-1 ßl,/.+l (mOd. Ä). 
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Nnn ist bekanntlich 

und deshalb haben wir auch 

RauRu = Äa,^+ißi,.-i (mod.ß); 
und diese Folgerungen kann man in der gleichen Art fortsetzen. So zeigt 
sich das zweite, schon allgemeinere Resultat 

Raf, ßu — Raa ^It ^^ (UlOd. R). (A«+r = a+r) 

Man hat nnn ebenso 

Ä^jf ßu— Ä^A^iT ^ (mod.Ä), (»+v = x-hz) 

nnd folglich ergiebt sich aus diesen beiden Congruenzen 

(Ra,sRß,-RaaRß.)Rlr = (mod. ß). (/.+2 = a^.) 

Weiss man also, dass R eine irredactible Function und deshalb nicht durch 
Riy theilbar ist, so folgt der oben aufgestellte allgemeine Satz. 

Wir wollen nun zunächst die Irreductibilität von R bei allgemeinen 
Coefficienten a und b nachweisen. R ist in den a homogen vom nten 
nnd in den b homogen vom mten Grade; zerfällt R, so muss jeder Factor 
auch homogen sein, wie sofort zu sehen ist. Wir nehmen an, es wäre bei 
gegebenem Grade m der Function /"(a?), die Resultante für allgemeine g(x) 
vom Grade n aber nicht flir allgemeine g\x) von geringerem Grade zer- 
fällbar. Es sei 

R = R,(x, l)R,(u, vy, 

X, fi sollen' hierbei die Dimensionen der beiden Factoren nach den a und 

^^ )^ diejenige nach den b bedeuten. Es muss also x-^-fi — n und l+v=m sein. 

Nun schreiben wir statt g das Product der beiden Functionen 

dadurch gehen die b in homogene Functionen zweiten Grades der ß über, 
nnd wenn man die Dimensionen der auftretenden Functionen nach den ß 
bestimmt, dann erhält man der obigen Formel gemäss 

«/„'.," = Äi(^, 2k)R,(,u, 2v). 
Andererseits ist nach einem bekannten Satze 

wobei die eingeklammerten Argumente wieder die Dimensionen nach den a 
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und nach den ß angeben. Ist nun n auf zwei verschiedene Arten in zwei 
Summanden zerlegbar, und wählen wir p, a von x, /a verschieden: 

dann können iß/,^. und R^^g,, nicht mit A^ und R2 zusammenfallen; mindestens 
eine der beiden Resultanten muss sich also aus Factoren von R^ und Rz 
zusammensetzen und ist folglich, gegen die Annahme zerlegbar. Diesem 
Widerspruch können wir nur dann entgehen, wenn n, falls es grösser als 
1 ist, nur auf eine Art in Summanden zerlegt werden kann, wenn also 
I» = 3 oder 1» = 2 ist. Findet also für gewisse m und n eine Zerlegung 
von R statt, dann tritt eine solche sicher schon bei demselben m für n = 3, 
fi = 2 oder 1» = 1 auf. Genau die gleichen Schlüsse gelten für m; wir 
können demnach jetzt auch m auf 3, auf 2 oder auf 1 reduciren und er- 
sehen also, dass, wenn überhaupt für ein Werthepaar m, n Zerlegung der 
Resultante allgemeiner ganzer Functionen mten und nten Grades statt- 
findet, dann für einen der Fälle m, n = 1, 2, 3 das Gleiche eintritt. 

Wir untersuchen nun zunächst n = 2 oder = 3 und m = 3. Ist dabei 
eine Zerlegung möglich, so wird zu setzen sein 

R = R,{x, l).R,{ii, v), 
(;f4-^==ii = 2 oder 3; A+i/==m = 3). 

Führen wir nun nach dem oben verwendeten Principe g'(x).g"(x) statt 
g(x) ein, indem wir 

9\x) = fU + ß[, g'\x) = /^>«-^+... + /C, 

setzen, dann entstehen, wie oben, die beiden Gleichungen 

wobei die ersten Grössen in den Klammern die Dimensionen nach den a, 
die zweiten die Dimensionen nach den ß bezeicheu. Da diese letzten in 
Ri und R2 gerade, in den Resultanten dagegen ungerade sind, so folgt 
wie oben eine weitere Zerlegung für mindestens eine der Resultanten 
R^^y. oder R^^^,,. Die Irreductibilität für w = 1, iw = 3 ist unmittelbar er- 
sichtlich. 

Also auch der Fall, dass f oder g vom dritten Grade ist, führt zu 
weiteren Reductionen, und wir erkennen, dass aus der Zerfällbarkeit für 
allgemeine Functionen auch die für iw, % = 1, 2 folgen müsste. Hier 
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findet sie nicht statt, und also auch im allgemeinen Falle niebt. Der ge- 
gebene Beweis ist von der Bedeutung der Resultante für die beiden Glei- 
chungen mit den Coefficienten a und b unabhängig geführt worden. 
Aus dem Satze 

Ra^ Rßy - Rao Rßr = (mod. ß) (/-+. = .-fr) 

folgt ein rein arithmetischer Beweis für ein anderes, die Resultanten be- 
treffendes Theorem, welches gewöhnlich auf algebraischem Wege ab- 
geleitet wird (vgl. Salmon, modern higher algebra; 4**" ed. p. 91). Es 
handelt sich um den Nachweis der Gleichungen 



dR dR dR dR a / ^ on 

5 — -^ ^ 5 — ^^ (mod.n), 

dR dR dR dR a / j dn 

OGu ob^ da» obr 



(f4+y - a+T) 



,^ ^^y daa dbj 

Man hat, wie sofort ersichtlich ist, 

dR 



da, 



= Äl,Ai + l + ß2,AH-2+Ä3,A*-»-3H f-Ä«,^^.„. 



Trägt man dies und die entsprechenden Ausdrücke für die übrigen Ab- 
leitungen in die beiden Gleichungen ein, dann entsteht eine Anzahl von 
Gliedern der Form 

von denen die geforderte Congruenz mod.ß bereits feststeht. Deshalb sind 
die beiden aufgestellten Gleichungen richtig. 

In meinem ersten Aufsatze über die Resultanten habe ich gesagt, 
dass der Beweis auf Seite 41 meines Wissens der erste sei, welcher nur 
Determinantenrelationen verwende. Nachträglich bin ich auf zwei andere 
Beweise derselben Art aufmerksam gemacht worden; der erste stammt von 
Herrn Frobenim (dieses Journal, Bd. 114 S. 222 oben), der andere von 
Herrn W. H. Tyler (Erlanger Sitzungsberichte 1891, Heft 23). 
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Untersuchung und asymptotische Darstellung 

der Integrale gewisser linearer Differentialgleichungen 

bei grossen reellen Werthen des Arguments. 

(Zweiter Aufsatz.) 
(Von Herrn Adolf Kneser in Dorpat.) 



Im OXVI. Bande dieses Journals habe ich Untersuchnngen über 
gewisse lineare Differentialgleichungen veröffentlicht, deren reelle Integrale 
für grosse reelle Werthe des Arguments nicht unendlich oft verschwinden, 
oder, wie ich es in einer früheren Abhandlung nannte, nicht oscillatorisch 
sind; speciell habe ich gezeigt, dass jedes Integral der mit reellen Con- 
stanten a, 02, ... gebildeten Gleichung 

vermittelst einer nach fallenden Potenzen von x fortschreitenden, im allge- 
meinen divergenten Reihe asymptotisch dargestellt werden kann. Analoge 
Untersuchungen fUr Differentialgleichungen, deren Integrale oscillatorisch 
sind, speciell für die Gleichung 



y"+»(«^+5-+|v+-) = 



gedenke ich auf den folgenden Blättern durchzuführen. Sie gestalten sich 
wesentlich anders, und zwar einfacher als die früheren; da es sich hier 
wie dort um Functionen reeller Argumente handelt, kann es auch nicht 
wunderbar erscheinen, dass dieselbe Frage bei Differentialgleichungen, die 
sich nur durch das Vorzeichen einer Constanten unterscheiden, zu ganz ver- 
schiedenen Entwickelungen Veranlassung giebt. 
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§1- 

Einleitende Bemerkungen aber die Stetigkeit der Integrale linearer Differentialgleichungen. 

Beschränkt man die reelle Variable x auf ein beliebig gegebenes 
Intervall /, so seien die Functionen y und f(x) nebst ihren ersten Ab- 
leitungen stetig, und es bestehe die Differentialgleichung 

(1.) -Q-+ynx)==y"+9Kx) = 0; 

femer sei, indem man unter A und B positive Constante versteht, im 
Intervall J 

(l'O A' > f(x) > B\ 

Dann lehrt ein wichtiges Theorem von Sturm*% dass im Gebiete / zwischen 
irgend zwei Nullstellen von y jedes Integral der Gleichung 

v"+A'f> = 0, 

und zwischen irgend zwei Nullstellen eines Integrals der Gleichung 

w"+B'w = 

die Function y mindestens einmal verschwinden muss. Sind daher a, ß^ y 
irgend drei auf einander folgende Nullstellen von y in dem betrachteten 
Intervalle, so hat man, da 

fj = sin^o;^ IT = ^wüBx 
gesetzt werden kann, 

(2.) y-«>^, ^ >/?-«, 

und y verschwindet sicher mindestens einmal, sobald die Länge des Inter- 
valls / grösser als -g- ist. 

Von diesen Thatsachen wollen wir Gebrauch machen, um nach- 
zuweisen, dass die Gleichung (1.) ein Integral von der für y vorausgesetzten 
Beschaffenheit wirklich besitzt Das ist leicht einzusehen, wenn f{x) eine 
analytische Function ist, und sich in allen Paukten des Gebietes / regulär 
verhält; denn das erstere gilt alsdann von jedem Integral der Gleichung (1.) 
und hieraus folgt leicht, dass man jedes Functionselement, welches in der 
Umgebung eines dem Gebiete 3 angehörigen Punktes ein Integral der Glei- 



*) Sturm ^ Memoire sur les equations differentielles du second ordre. Liouvilles 
Journal, Bd. I (1836) S. 125. 
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chung darstellt, analytisch fortsetzen kann über die ganze Ausdehnung von 
/ hin. Macht man dagegen nur die allgemeinere Voraussetzung, dass f(x) 
und f(x) in J stetige Functionen des reellen Arguments x seien, so kann 
man aus dem allgemeinen Theorem über die Existenz der Integrale von 
Differentialgleichungen zunächst nur schliessen, dass eine nebst ihrer ersten 
Ableitung stetige Function y von folgender Beschaffenheit existirt. Sie ist, 
wenn x^ ein Punkt im Innern von J ist, eindeutig definirt für ein gewisses 
ar„ umfassendes Theilgebiet üy; flir a: = x,, nimmt y den willkürlich ge- 
gebenen Werth ych y' den willkürlich gegebenen Werth yi an. Wenn nun 
Xi > Xu und x^ ein Punkt von ÜI, ist, für welchen 

(3.) y = yn y^yu 

so kann man ebenso für ein gewisses xi umfassendes Gebiet U^ ein nebst 
seiner ersten Ableitung stetiges Integral z der Gleichung (1.) bestimmen, 
welches flir x =^ x^ die Gleichungen 

(4.) » = yi, »' = yl 

ergiebt. Dieses ist für alle Punkte, die sowohl in Uo wie in Ui liegen, 
dem vorher definirten Integral y gleich; denn für alle diese Punkte ist der 
Differentialgleichung zufolge 

yz'—zy" = 0, yz'—zy' = const; 

die Constante rechts aber muss nach (3.) und (4.) gleich Null sein. Daraus 
folgt, dass das Verhältniss y : z für die betrachteten Punkte constant sein, 
mithin nach (3.) und (4.) den Werth Eins haben muss. 

Ebenso wie von x^ zu x^ kann man von diesem zu einem grösseren 
Werthe X2 fortschreiten und erhält durch Wiederholung des Verfahrens eine 
Reihe zunehmender Grössen 

^i\ <iXi<Cx2<ix3<i"', 

deren jede von einem mit gleichem Index versehenen Gebiet U^ umschlossen 
ist. Dabei haben Uy und Uy^i ein Stück gemein; für jedes Gebiet Uy ist 
ein nebst seiner ersten Ableitung stetiges Integral der Gleichung (1.) definirt, 
welches dem für t7^+, definirten in jedem den Gebieten Uy und Uy^^ ge- 
meinsamen Punkte gleich ist. Die sämmtlichen Gebiete Uy bilden also ein 
Continuum U, für welches die Functionen y und y' stetig und bestimmt 
sind und die Gleichung (1.) besteht. 

Das GebiQt U kann nun im Innern von J keine obere Grenze | 
haben; d. h. reicht es bis in unendliche Nähe eines solchen Werthes 
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heran, 80 kann es über ihn hinaus in der Richtung wachsender Werthe 
von X erweitert werden. Um dies einzusehen, lasse man x innerhalb des 
Gebietes ü wachsend dem Werthe | unendlich nahe kommen; alsdann kann 
nach (2.) fttr diese Werthe von x die Function y nicht unendlich oft ver- 
schwinden; sie behält also, wenn x gegen ^ convergirt, schliesslich ein 
festes Vorzeichen. Dasselbe gilt von y'\ mithin nach dem Satze von Rolle 
auch von y'\ also muss y schliesslich beständig wachsen oder beständig 
abnehmen, und sich für x = ^ einer endlichen oder unendlichen Grenze 
annähern. Wäre sie unendlich, so sei tf ein für o; = ^ nicht verschwinden- 
des Integral der Gleichung (1.), welches ebenso wie u für ein gewisses, 
^ umfassendes Gebiet 17' stetig und bestimmt ist; bezeichnet man mit c 
eine passende Constante, so ist für die den Gebieten U und C/' gemein- 
samen Punkte 

(5.) yu "uy = c, — - ^ = 



w y .VW 

Nähert sich nun x der Grenze f, so convergirt der Bruch y : y, da y un- 
endlich gross wird, gegen einen endlichen Werth; dasselbe gilt dann von 
seinem Integral Igj^ und von y selbst, was der Annahme widerspricht. 
Somit muss y, und der ersten Gleichung (5.) zufolge auch y' für x=^§ 
gegen einen endlichen Grenzwerth convergiren. Setzt man demgemäss 

\imy = rj, limy' = ?/', 

so kann man in einem Gebiete (7' das Integral u^i so definiren, dass für a? = ^ 
die Gleichungen 

flu = 1?, «,; = ri' 

bestehen; dann aber muss für die den Gebieten U und U' gemeinsamen 
Punkte Uo = y sein aus denselben Gründen, welche bei den Gebieten 11^ und 
Ui die Gleichung j^ = « ergaben. Hieraus folgt , dass man das Gebiet U, 
für welches y mit den angegebenen Eigenschaften definirt ist, über ^ hinaus 
erweitern kann, indem man U' hinzufügt, und eine analoge Betrachtung 
gilt offenbar für die unterhalb des Werthes a^o liegenden Theile von J. Das 
Gebiet U kann also jeden im Innern von J liegenden Punkt umfassen, und 
es giebt ein Integral y, welches in dem ganzen Intervall J bestimmt und 
ebenso wie y' stetig ist und für x = x^ den willkürlich gegebenen Werth 
yo annimmt, während y' der ebenfalls beliebigen Grösse j^o gleich wird. 

10* 
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§2. 

Die Maxima, Minima und Nullstellen der Integrale linearer DifTerentialgleichuiigen. 

Wir fuhren nun die speciellere Annahme ein, das Intervall J enthalte 
alle oberhalb einer positiven Grenze g liegenden Werthe von x und es sei 

lim/'Ca?) = a^, 

indem a eine positive Constante und das Zeichen lim, wie fortan immer, 
wenn keine andere Bestimmung gemacht wird, den Grenzübergang für 
x = +oo bezeichnet. Nimmt man die Grenze g hinreichend gross an, so 
können A und B irgend zwei Constante sein, flir welche 

^ >ö> ß> 0; 

immer ist dann für das Gebiet / die Relation (1*.) erflillt. Nach § 1 giebt 
es daher ein oberhalb des Werthes g' nebst seiner ersten Ableitung stetiges 
Integral y der Gleichung (1.), und dieses hat nach dem citirten Satze von 
Sturm unzählige Nullstellen, welche grösser als g sind und durch o?«, X2^ x^^ ... 
bezeichnet werden mögen. In jeder von ihnen muss y sein Zeichen wechseln; 
denn bliebe y z. B. positiv, so müsste y' von negativen zu positiven Werthen 
übergehen, während y" negativ wäre, was offenbar unmöglich ist. Die 
Intervalle zwischen zwei auf einander folgenden Werthen X2y enthalten also 
abwechselnd ein Maximum und ein Minimum von y. Zwischen ^2^ nnd 
X2y+7 liegt eine einzige Nullstelle von y'^ welche durch X2y^i bezeichnet 
werde; denn wären zwei vorhanden, so müsste y" zwischen ihnen ver- 
schwinden, während diese Grösse offenbar stets zugleich mit y von Null 
verschieden ist. Bezeichnet man die Werthe von y und y' für irgend ein 
Argument x^ durch Anheftung des entsprechenden Index v^ so hat man 
allgemein 

(6) y2y = y2y+2 = ^2^-1-1 = 

und nach (2.) 

VV ^2y-{A ^2v ^ "~7~ ? ^2y+2 ^Iv *^ ~n~ ' 

Schreibt man nun die Gleichung (1.) in der Form 

yY+yvK^) = o, 

so ergiebt sich durch partielle Integration 

(8.) y"+ff{^)-fy"f\^)dx = const.. 
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also speciell, wenn man von x^ bis x, integrirt nnd die Gleichungen (6.) 
berttcksichtigt 

(9.) -j,,? = -y\r{x,)+f"fr\x)dx. 

Das Integral auf der rechten Seite kann man nach dem zweiten Mittel- 
werthsatz*) umformen; da y^ eine positive, von Xo bis x^ hin wachsende 
Grösse ist, erhält man 

f"fr{^)dx = y]/"r(x)dx = yKf(xO-f(idl 

*o So 

wobei 

also nach (9.) 

(9-.) yl! = yV(.i;). 

Erstreckt man ferner in der Gleichung (8.) die Integration von x^ bis a^j, 
80 ergiebt sich 

(10.) y? = yU(xO+ ry'r(^)dx'. 

Da die Grösse y^ von x^. bis X2 beständig abnimmt, so giebt jetzt der zweite 
Mittelwerthsatz 

f'tf\x)dx = y\fy{x)dx = yK/'(*^)-/'(^0), 

X, X, 

wobei 

daraus folgt nach (10.) 

und mit Berücksichtigung der Gleichung (9*.) 

^yW ~ /^(?o)' 

In dieser Entwickelung kann man offenbar a?2y, 2:2^+1, 0^2^+2 Air Xq^ 
jTi, X2 setzen ; bei passender Wahl der Grössen §, welche den Ungleichungen 

C^^V ^2»- ^^ §2y ^ •'^2y + n ^2vH-l ^^ ^2y^l ^^ ^2y+2 



*) Diniy Fondamenti per la teorica delle funzioni dl variabili reali (1878) § 211, 
p. 294. 
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genügen, kann man setzen 

(12.) yiy = yir+lf(,^2y)i tfir+i ~ yir+lf\ßiy+l)i 

Nun lehrt die Identität 

dass der Grenzwerth 

lim yZ 

bestimmt, endlich und positiv ist, sobald das Prodact 

convergirt. Eine hinreichende Bedingung dafür besteht nach Weierstrcus*) 
darin, dass die Reihe 

absolut convergent ist. Die einzelnen Glieder dieser Reihe werden, da bei 
unbegrenzt wachsenden Werthen von v die Grössen | nach (11.) und (7.) 
unendlich gross werden, schliesslich unendlich klein. Um ihre Grösse näher 
abschätzen zu können, gehen wir aus von der Gleichung 

wobei 

also nach (11.) auch 

oder, was dasselbe bedeutet 

Nach der ersten Ungleichung (7.) hat man aber 

X^ X{) ^ . , X^ JJ4 ^ —j- , . • . , 

also wenn man addirt und die Relationen (13.) berücksichtigt 



*) Weierstrass Werke Bd. I (1894) S. 176. 
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Wenn nun ^(x) eine Function ist, welche f\lr xZ>g mit dem Argu- 
ment wächst und stets positiv ist, so ist offenbar 

(14.) ^(ri,;) > !?(xo+^), *(i73.^0 > *(aro+ -^); 

Da femer nach (11.) und (7.) 
ist, so folgt 



sj < ^'^ 






also a fortiori, wenn man v durch 2v oder 2v+l ersetzt and die Unglei- 
chungen (1\) und (14.) benutzt, 

Hieraus ist ersichtlich, dass die Reihe S absolut convergent ist, wenn es 
gelingt, die Function ^ in folgender Weise zu bestimmen. Die Grösse 
\f(x)^(x)\ bleibe unterhalb einer positiven Constanten, wenn x unbegrenzt 
wächst, und die Reihe 

deren Glieder positiv sind, convergire. Letztere Forderung ist z. B. erfüllt, 

wenn man setzt*) 

*(x) = x^^^ 

und unter y eine beliebige positive Constante versteht; wenn daher eine 
derartige positive Grösse G existirt, dass für x:>g 

\x'^'f\x)\ < G, 

so ist das Product P convergent und der Grenzwerth 

limyil 

y=-fao 

endlich, bestimmt und positiv; die Gleichungen (12.) ergeben dann, da offenbar 

lim fß^,) = lim /^(Ijv+O = «'. 

y=+x v=-f-x 



*) Lejeune-Dirichlet, Zahlentheorio herausg. von Dedekind (1894) § 117 S. 304. 
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daas auch die Grösse yly^i für v = + xj einem bestimmten Grenzwerth zu- 
strebt, nämlich dem Werth 

(15.) Imylr^i = -,- iimyit. 

Da nun in jeder Nullstelle von y und y* die verschwindende Grösse ihr 
Zeichen wechselt, so ist jede der Grössen yzy und y^y+i abwechselnd positiv 
und negativ bei wachsenden Werthen von v; man hat also 

(16.) lim ^4.+! = - lim ^4^43, Hm yl = - lim y^y^2; 

V=+'X v=+» V=4-» y=:-f.30 

die Grenzwerthe in beiden Gleichungen sind endlich und bestimmt. Ferner 
ist j(4y+i ein Maximal- oder Minimalwerth von y, je nachdem y[y positiv 
oder negativ ist; daraus folgt mit Rücksicht auf (15.) und (16.): 

lim y'^y = a lim y^y^.^, lim yi.+a = « lim ^4^+3 • 

Hiermit ist folgender Satz erwiesen. 

Die reelle Function f(x) sei nebst ihrer ersten Ableitung endlich und 
stetig, sobald x einen positiven Werth g überschritten hat, und nähere sich, 
wenn man x unbegrenzt wachsen lässt, einer positiven Grenze ä^; dann hat 
die Differentialgleichung 

y"+yf(^) = 

Integrale, welche nebst ihrer ersten Ableitung endlich und stetig sind, sobald 
x^ g, und oberhalb jeder Grenze noch verschwinden. Giebt es femer der- 
artige positive Constante y und g, dass die Ungleichung 

\x^^'f\x)\<Zg 

besteht, sobald x^ g, und ist y ein Integral von der angegebetien Beschaffen- 
heit, so convergirt der absolute Betrag, den y in den Nullstellen von y hat, 
gegen einen endlichen positiven Grenzwerth, wenn man zu immer grösseren 
Nullstellen übergeht; dasselbe gilt von den absoluten Beträgen der Grösse y 
in den Nullstellen der Ableitung. Letzterer Grenzwerth giebt mit a multiplicirt 
den ersteren. 

Als Corollar ergiebt sich sofort, dass es unter den eingeführten 
Voraussetzungen eine endliche positive Grösse giebt, welche von |j^| und 
[y'l nicht überschritten wird, so gross auch das Argument genommen wer- 
den mag. 
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§3. 

Angenäherte Darstellung der betrachteten Integrale durch trigonometrische Functionen. 

Wenn die Differenz 

identisch verschwindet, so hat die Differentialgleichung (1.) die Integrale 
cosax und sinax. Es liegt daher nahe zu fragen, ob durch diese Func- 
tionen im allgemeineren Falle die Integrale der Gleichung (1.) wenigstens 
für grosse Werthe von x annähernd dargestellt werden. Diese Frage kann 
nicht schlechthin bejaht werden, sondern nur, wenn die Function (p(x) eine 
gewisse Eigenschaft besitzt. 

Setzen wir in der Gleichung (1.) z. B. 

y = cosaar+a, 

so ergiebt sich für z die nicht homogene Differentialgleichung 

(17.) z"+zf(x') = —(p(x)co%ax. 

Um ihre Integration auf diejenige der homogenen Gleichung zu reduciren, 
nehmen wir an, Y^ und Y2 seien zwei linear unabhängige Lösungen der 
Gleichung (1.); man kann nach § 2 annehmen, dass dieselben nebst ihren 
ersten Ableitungen in dem Intervall von ^ bis +<^ stetig sind und zwischen 
endlichen Grenzen verbleiben, so dass jedenfalls bei passender Wahl der 
positiven Constanten C die Ungleichungen 

(18.) |yicosoa;| <C C, |y2C0saar| < C 

bestehen, sobald x>g. Dabei können die Werthe Yi, Yj, Y[^ Yj für 
irgend ein Argument willkürlich fixirt werden; sind sie z. B. 1, 0, 0, 1, 
so hat man für das ganze Gebiet J: 

(19.) Y,Y'2-Y,Y[ = 1, 

da die Ableitung der linken Seite verschwindet, wenn Y, und V2 Lösungen 
der Gleichung (1.) sind. 

Nun gilt bekanntlich die Formel 

(20.) z = UJ. + U.Y,, 

wenn man U^ und f/2 durch die Gleichungen 

f/; Y»+ U,Y2 = 0, t/;y; + t^] Y2 = -</)(a:)cosair 

bestimmt; löst man diese nach IJ[ und t/^, so ergeben die Formeln (19.) 

Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 1. 11 
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und (20.), wenn man unter c„ Cj, 6i, 62 Constante versteht, 

(21.) a = CiY^+C2Yo+Y^ j Y.i(p(x)co^axdx-'Y2 j Y^(p(x)coBaxdx. 

Um diesen Ausdruck für grosse Werthe von x discutiren zu können, werde 
die neue Voraussetzung eingeführt, dass, wenn a?>gf, das Integral 



y^* ?)(a?) 



dx 



einen bestimmten, endlichen Werth habe, und dass die Function (p(x) ober- 
halb einer gewissen Grenze gf,j ihr Vorzeichen nicht mehr ändere. Wenn 
dann x > 62 > fl'n? so ist nach dem ersten Mittelwerthsatze 

f" Yi (p (x) co^axdx = ( Y^ cos ax^^c j cp (x) dx, 
wobei 

hieraus folgt nach (18.) 

Yx(p(x)co^axdx <C Cj / cp(x)dx .. 

Diese Ungleichung lehrt, dass das Integral 



(22.) 



/•+x 
Y^q)(x)(^09^axdx 



6. 



einen bestimmten, endlichen Werth besitzt. Denn theilen wir das Inte- 
grationsgebiet desselben in unendlich viele Theile, so sind die zugehörigen 
Theilintegrale nach (22.) dem absoluten Betrage nach kleiner als die ent- 
sprechend gebildeten Summanden, in die man das Integral 

\(f){x)\dx = / (fj(x)dx 
h.j I h] 

zerlegen kann. Dieses ist nach der eingeführten Voraussetzung endlich; 
das Integral (23.) erscheint demnach als eine Summe unzähliger Summanden, 
deren jeder dem absoluten Betrage nach kleiner ist als ein entsprechendes 
Glied einer convergenten Reihe, deren Glieder gleiches Vorzeichen besitzen; 
damit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen. Ebenso ist offenbar auch 
das Integral 

Y2(p{x)co^axdXy 



wenn fii^-fl^o, endlich und bestimmt. 
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Aof Grund dieser Resultate kann man in der Formel (21.) setzen 

Y2(p(x)cosaxdx, e^ = / Yi(p(x)co%axdx; 

benutzt man die Identitäten 

/•-l-x /*x Z'+x /*4-x /»x /*4-» 

(24.) -/ +/ =-f , f -f ^ f , 

80 erhält man für d?>flf„ als particuläres Integral der Gleichung (17.) 
den Ausdruck 

/• + x /*+x 

Yj cos ax (p (x) dx + Y^ f Y^ cos ctx tp (x) dx, 

X X 

Da nun bei wachsenden Werthen von x die Grössen \Y^\^ [Yj!, |yi|, jF^I 
unter einer endlichen Grenze bleiben, so folgt für a: = +cx): 

(25.) Wmz = 0, 

und ebenso, da 

Y2 OOQ axcp (x) dx+Y2 / Y^ cos ax (p (o?) dx, 

X X 

ergiebt sich 

(26.) lim«' = 0. 

Es giebt also ein particuläres Integral der Gleichung (1.) von der Form 

y = cosflx+3, 

fUr welches die Gleichungen (25.) und (26.) bestehen, so dass das Integral 
fllr grosse Werthe von x annähernd durch cosax dargestellt wird. 

In der ganzen Entwickelung dieses Paragraphen kann nun oifenbar 
cosao; durch sinao; ersetzt werden, da nur beiden Functionen gemeinsame 
Eigenschaften der ersteren benutzt worden sind; die Gleichung (1.) hat also 
auch ein particuläres Integral von der Form 

y = sinox+«, 

wobei 

lim* = limjs' = 0. 

Der Quotient y\y kann nicht constant sein, da die Grösse 

yy'—yy' = a+z(aco^ax+z')—z{—a^max + i) 
fltr (r = +oo dem Grenzwerth a zustrebt; das allgemeine Integral der Glei- 
chung (1.) kann daher für x':>g^i durch y und y linear homogen mit con- 

11* 
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stanten Coefficienten dargestellt werden. Die hiermit erhaltenen Resultate 
formiiliren wir in folgender Weise. 

Macht man für die am Schlüsse des § 2 betrachtete Differentialgleichung 
die Voraussetzung , dass, sobald x eine gewisse Grenze ^o überschritten hat, 
das Integral 

endlich und bestimmt sei, die Differenz f(x) — a^ aber ihr Zeichen nicht mehr 
ändere^ so kann jedes Integral jener Gleichung für x^ g^ dargestellt werden 
in der Form 

y = C, cosaa? + Cj sin ao; 4- 6, 

wobei C, und C, Constante sind, und für jj = + x> die Gleichungen 

Urne = Urne' = 
bestehen, 

§4. 

Vorläufige Betrachtung der divergenten Reihen, welche gewissen Differentialgleichungen formal genügen. 

Poisson*) hat die ße^Äe/sehe Function Jj,(x) in eine semiconvergente, 
nach fallenden Potenzen von x fortschreitende Reihe entwickelt; die von 
ihm gegebene Formel ist durch Betrachtung bestimmter Integrale von lAp- 
schitz**) streng bewiesen worden. Die Resultate der vorigen beiden Para- 
graphen erlauben uns, nicht nur die Poisson^che Entwickelung von der 
Bessekchen Differentialgleichung ausgehend zu beweisen, sondern auch 
einen ähnlichen Ausdruck für jedes Integral derselben, und flir eine um- 
fassende Klasse linearer Differentialgleichungen asymptotische Darstellungen 
ihrer allgemeinen Integrale herzuleiten. 

Die Gleichung 

in welcher die Constanten a, a^, a2, . . . reell und der Coefficient von y 
eine flir hhireichend grosse, endliche Werthe von x convergente Reihe sein 



*) Foissott, Second memoire sur la distribution de la chaleur dans les corps solides, 
Journal de i'Ecole polytechnique t. XII cah. 19, p. 350 (1823). 

*) LipschitZj Ueber ein Integral der Differentialgleichung -^r-j- -\ t^ h/ = 

fJX X öx 

Bd. LXVI dieses Journals S. 189 (1858). 



♦»^ 
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möge, kann, indem man ax als anabhängige Variable einführt, auf die Form 

(27.) y"+y(l+^.^^ + ...) = 

gebracht werden. Sie gehört zu den in § 2 betrachteten Gleichungen; soll 
auch das Theorem des § 3 anwendbar sein, so muss man setzen 

(28.) a, = 0, 

da andernfalls die Grösse 

X X 

keinen endlichen Werth hätte. Aaf die Annahme (28.) kommt man auch, 
wenn man der Gleichung (27.) durch den mit constanten Coefficienten 
a, ß gebildeten Ausdruck 

rein formal zu genügen sucht. Setzt man nämlich, wenn w eine beliebige 
Function von x ist, 

so ist offenbar 

"¥(%$) = X^QO%x+X!,'%mx-2X[m\x^-2X2(i0^x 

+ (XiC08j?+-V28inx)(-^- + -^V + •••); 
Die Potenz x"^ kommt also nur in den beiden Gliedern 

«0 Oj COS X / jpg, sin x 

X '^ X 

von Entwickelt man femer, indem man die mit cosx und sinx multi- 
plicirten Glieder zusammenfasst, 

^(ii) = co8x(^o+4~+v^+•••)+ß^"^(^^'+-v-+^+••0 

^ X X ' ^ X X ' 

so ist zunächst 

^„ = ß„ = 0, 
and die Gleichang (29.) ergiebt für jede ganze Zahl n 

Iß, = («_i)(„_2)/:?,_,+2(«-l)«._,+o,/i._,+*,/C+-+a,/?„. 



(29.) 



86 Kneser, Untersuchungen über Differentialgleichungen. 

Setzt man daher allgemein 

(31.) ^„ = Ä„ = 0, 

und benutzt diese Gleichungen zur Bestimmung von a,_i, /3„_i durch die 
Grössen a, ß mit geringerem Index, so ist die Determinante der Coefficienten 
von a._i und /?«_, 

2(w — 1) a, 

von Null verschieden, sobald w > 1 ; für « = 1 und u = 2 ergiebt sich 

«o«! = 0, /3„fli = 0, — 2/5i + a, a,, = 0, 2 «i + Oi /3o = 0. 

Wäre also «i von Null verschieden, so folgte 

und da die Formeln (31.) offenbar a^_i und /i^_i als lineare homogene 
Ausdrücke der vorhergehenden Grössen a, /3 ergeben, so mtissten diese 
Coefficienten sämmtlich verschwinden. Soll daher eine der Gleichung (27.) 
formal genügende Reihe u existiren, so muss die Gleichung (28.) bestehen, 
die wir von jetzt an voraussetzen wollen. Alsdann ergeben die Recursions- 
formeln (31.) bei willkürlicher Wahl von cfj, und /?„ endliche und bestimmte 
Werthe aller Grössen a^, /?,,. 

Um nun zu untersuchen, in wiefern die durch die Gleichungen (31.) 
definirte Entwickelung u zur asymptotischen Darstellung der Integrale der 
Gleichung (27.) geeignet ist, setzen wir 

«i„ = cosrrJ^ + 8inir J;^, y = u„+z; 

dann geht die Gleichung (27.) in folgende Form über: 

ny) = n^)+ '^(«n) = 0, 

(32.) ," + 8(i+A + |v+-) = -n«n); 

hat letztere Gleichung ein particuläres Integral, für welches 

(33.) lim(x''Ä) = 0, 

so hat man auch für das entsprechende Integral y 

lim((y-w„)x") = 0, 

und- die Reihe u giebt, gleichviel ob sie im gewöhnlichen Sinne des Wortes 
convergent ist oder nicht, eine asymptotische Darstellung von y nach der 



(34.) 
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von Poincare*) gegebenen Definition. Das Ziel unserer nächsten Unter- 
suchungen ist, zu zeigen, dass bei willkürlicher Wahl von «o und /?„ ein 
Integral 3 von der angegebenen Beschaffenheit existirt. 

Zunächst knüpfen wir an die Formeln (30.) die Benrerkung, dass 
bei willkürlicher Wahl aller Coefficienten a^, ß^ nur diejenigen von ihnen, 
für welche v^n ist, in den Ausdrücken A^^ . . ., ^n+n Bu •••! ^m-i vor- 
kommen. Da nun W{u) dadurch in V(u^ übergeführt werden kann, dass 
man alle Grössen a^, ßy, in welchen v>u, verschwinden lässt, so kann 
man setzen 

+ ^ (i.+ ^ *,( i)) + ^ (.».+ -i % ( J-)) , 

wobei durch ^, wie fortan immer geschehen soll, Potenzreihen bezeichnet 
werden, welche fiir hinreichend kleine, von Null verschiedene Werthe des 
Arguments l:x convergiren, und die Constanten X^ und ,u^ aus ^«^2 üud 
B^2 entstehen, indem man die Glieder mit a,^.i und /3„^.i weglässt, sodass 
nach (30.) 

Ä, = w(« + l)of„+a-2«n+Ö3««-i + -- + a„+2«n, 

Wenn daher allgemein die Formeln (31.) gelten, so hat man 

(35.) X, = 2(ii+l)/?„^„ 1^ = -2(«+l)«,^„ 

und die Formel (34.) ergiebt 

(86.) ■ »-W^^f ('.+ :-$,(i))+^(.«.+ ^*(-^))=-H'. 

Dieser Ausdruck ist auf der rechten Seite der Gleichung (32.) einzusetzen. 
Die homogene Gleichung, auf welche ihre Integration führt, ist mit der ge- 
gebenen Gleichung (27.) identisch. Zwei von einander unabhängige Lösun- 
gen dieser kann man nach § 3 in der Form 

(37.) Fj^cosx+fi, F;j = 8inj; + «2 

schreiben, wobei 

(38.) lim^i = liraf > = limfl = limf^ = 0. 



*) Poincare^ Sur les integrales irregulieres des equations lineaires. Acta math. 
Bd. Vm (1885) p. 296. 
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und ferner die Gleichung 

yj',-Y,Y[ = 1 

besteht, da ihre linke Seite constant und für grosse Werthe von x beliebig 
wenig von Eins verschieden ist. Alsdann hat das allgemeine Integral der 
Gleichung (32.) den Ausdruck 

während zur Bestimmung von Ui und f/2 die folgenden Gleichungen gelten: 

Hieraus folgt, wenn unter 6„ 62, c„ e^ Constante verstanden werden, 

(39.) « = c.Y. + c.Y.'-Y, f'WY,dx+Y,f'WY,dx; 



b. 



dabei sind die Constanten 61, 62 positiv und so gross zu wählen, dass ober- 
halb derselben die Integrale 7,, Y2 nebst ihren ersten Ableitungen stetig sind. 
Eine wichtige Umformung dieses Ausdrucks z erhält man aus- 
gehend von der Thatsache, dass die Integrale 



h, 



für r>2 endlich und bestimmt sind, da die Grössen %( — ) und ^ßaC — ), 

wenn x unbegrenzt wächst, endlichen Grenzwerthen zustreben. Berück- 
sichtigt man den Umstand, dass die Grössen Y^ und Y2 nach (37.) zwischen 
endlichen Grenzen bleiben, so lehrt die Gleichung (36.) durch Schlüsse, 
welche wie bei der entsprechenden Untersuchung in § 3 streng zu formu- 
liren sind, dass die Integrale 

/ WY,dx, f WY.dx 

''I <»:• 

endliche und bestimmte Werthe besitzen. Es ist daher erlaubt, in der 
Gleichung (39.) zu setzen 

c,= f'*WY,dx, c, = - r^Wy.dx; 

6, hi 

dadurch erhält man, wenn man die Identitäten (24.) berücksichtigt, das 
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folgende particnläre Integral der Gleichung (32.): 

(40.) z = Y,f^^WY,dx'-Y,f^^WY,dx. 

X X 

Diese Function wird offenbar für x = +oo unendlich klein ; eingehendere 
Untersuchung erheischt die Frage, ob auch die Gleichung (33.) besteht. 

§ ä. 

Nähere UntersuchuDg des erhaltenen Ausdrucks z für grosse Werthe von x. 

Setzt man die expliciten Ausdrücke von W, Yj, Y^ aus den Glei- 
chungen (36.) und (37.) in die Formel (40.) ein, so ergiebt sich 

Ä = - (cosx+o/''" ''"^i'' l^QS^(^"+-^^^(4")) 



+sina:(a„+^^,(l-))|rfa. 



+(,in«+..)/*-i2^!oo,«(it.+ A?,(^)) 



+ sina:(.a,+ 4-^2(^))|rfa^. 



Wenn man nun auf der rechten Seite die Klammem auflöst, so kann man 
drei Arten von einzelnen Gliedern unterscheiden; erstens solche, bei welchen 
unter dem Integralzeichen ein Factor b steht; zweitens solche, in denen 
der Nenner die Potenz x""*^ oder eine höhere enthält; endlich solche, deren 
Nenner die Grösse a;"^^, deren Zähler aber keinen Factor e enthält. 
Ein Summand der ersten Art ist z. B. 

X 

Auf das Integral L kann man bei hinreichend grossen Werthen von x den 
ersten Mittelwerthsatz anwenden, da schliesslich die Grösse Xh — ^i("~) 

X ^ X ' 

ihr Zeichen nicht mehr ändert; bezeichnet man durch G^ die obere Grenze 
von |62C0sar| fllr alle x überschreitenden Argumente, sodass nach (38.) 

(41.) limG, = 0, 

so hat man 

X 
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oder in einer neuen Bezeichnung 

also nach (41.) 

(42.) lim(ir"+>L) = 0, 

mithin auch 

(43.) lim(x''+'S) = 0. 

Ferner ist offenbar 

also nach (42.) und (38.) 

(44.) lim(a:"+»S') = 0. 

Selbstverständlich erhält man die Formeln (43.) und (44.) auch, wenn man 
unter S ein anderes Glied erster Art des Ausdrucks z versteht. 

Die zweite Art von Summanden ist ebenso leicht zu behandeln. 
Ein Beispiel dieser Art wäre das Glied 

T=-(co8a:+Oy ^^^Jn?/"^ ^^(^")^^= -(cosx + O^- 

X 

Da der Ausdruck ^3 ^i( — ) sein Vorzeichen beibehält, wenn x eine ge- 
wisse Grenze ttberschritten hat, so besteht die Ungleichung 

\M\^[r^%{^)dx\ 

X 

oder in neuer Bezeichnung 

\M\r<,\^%{\-% 

woraus sich ergiebt 

(45.) \\m{x''''i\T) = 

mithin auch 

(46.) lim(x"^*r) = 0. 

Differentiirt man ferner T, so ergiebt sich 

und hieraus auf Grund der Gleichung (45.) 

(47.) Wmiaf'^'r) = ü; 

die Relationen (46.) und (47.) gelten wiederum fUr jedes Glied zweiter Art. 
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Bezeichnet man nun durch (S) die Summe aller Glieder erster, 
durch (T) die Summe aller Glieder zweiter Art, so kann man schreiben 

« = (S) + (T)-(co%x+€,)J^ *^^(^„cosa:+.u„8ina?)rfir 



+(8inaj + «2) / —^^zrO'n^^^^+f^n^^^^)äx 



X 

X 



oder auch 

/o\ /T\ / I \ /'+*/'ii.8in2x , 1 — C082x\j 

a_(S)_(T) = _(cosa;+eOy ( 2x'+^ + 2x"+^ ^'^^ 



+(8in.+.0/^"(^=^^^^ + ^^)''- 



Hier unterscheiden wir Glieder, bei denen unter dem Integralzeichen eine 
trigonometrische Function steht, und solche, bei denen dies nicht der Fall 
i8t. Eins der ersteren ist 

f/= ^(cosa:+o/"'*^^^^rfa: = --^(0080^+0^. 

X 

Auf das Integral N kann man den zweiten Mittelwerthsatz anwenden; da 
die Function a:~"~^ beständig abnimmt bei wachsenden Werthen des Argu- 
ments, so hat man zunächst, wenn x>x, 

X X 

wobei 
Hieraus folgt 



/' sin2a; . ^^ 1 i o ot 

"i^^T^rf^ ^-2i;r;^hös2a:-cos2? 



rc 



»+2 1 



und da diese Ungleichung für beliebig grosse Werthe von x gilt, so folgt 

also 

(48.) lim(a;''+'iV) = 0, 

und weiter 

(49.) ImCx'+'U) = 0. 

12* 
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Ferner hat man die Gleichung 

U' = -^(8inx-.e0iV-^(co8x+O-$^, 

also nach (48.) und (38.) 

(50.) lim(ir"^^£/') = 

und auch hier gelten die Gleichungen (49.) und (50.) für alle Glieder des 
Typus U. 

Die Glieder endlich, welche nach Abscheidung aller S, T, U übrig 
bleiben, können explicite ausgerechnet werden; bezeichnet man durch (JJ) 
das Aggregat aller Glieder der zuletzt betrachteten Art, so ergiebt sich 

z ^o; \^i) [^uj - 2(w+l)aj«+» "^ 2(fi+l)x»+» ' 

oder wenn man die unter (35.) angegebenen Werthe k^ und ^, einsetzt, 

(51.) &—(S) — (T)'-(U) = «»«-n(cosrc+f,)+/gn-fi(sinJ?+0 

Setzt man ferner 

t> = x''+'|(S)+(T) + (£/)j, 
so lehren die Gleichangen (43.), (46.), (49.) 

(52.) lim» = 0; 

hieraus und aus der Gleichung 

«' = -^^^±:^+x"+'|(S)'+(T)'+(l7)'| 

folgt nach (44.), (47.), (50.) 

(53.) limtj' = 0. 

Da nun die Gleichung (51.) geschrieben werden kann 

z — 



^n-Hl 



so ist klar, dass man setzen kann 

an-4-iCOsa?+/9«H_iöina?+w 



(54.) z = 



x^-^^ 



wobei nach (51.), (52.), (53.) die Gleichungen 

(55.) limeo = limco' = 

bestehen. Speciell folgt hieraus 

(56.) lim(.r''3) = 0, \\m(x''z') = 0. 
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§ 6. 

Asymptotische Darstellung der Integrale ^ durch semiconvergente Reihen. 

Aus der Form der Gleichung (32.), deren particuläres Integral der 
betrachtete Ausdruck z ist, ergiebt sich, dass der Ausdruck 

ein Integral der Gleichung (27.) ist. Dieses ist, wie jetzt gezeigt werden 
soll, von n nur scheinbar abhängig; man erhält, sobald die Grössen o^ 
und /?(, willkürlich fixirt worden sind, stets dieselbe Function y, wenn man 
für n beliebige ganze Zahlen setzt. In der That kann man das Integral 
y mit Rücksicht auf die Form des Ausdrucks u^ und die Gleichung (54.) 
in der Form 

(57.) y = «oCOSx+/3oSina? + i? 

schreiben, wobei 

(58.) lim^ = limi?'=0. 

Wäre nun ein anderes Integral der Gleichung (27.) durch die Gleichung 

(59.) y = a„coSir+M)Sina? + ^o 

gegeben, wobei 

(60.) Iim^o = limi?i = 

wäre, so hätte man 

yY'—yY = («„cosrr+/io8ina?)(r/i-/?')+i???o~?j'i?o; 

die rechte Seite, welche constant sein muss, würde sich also nach (58.) 
und (60.) für grosse Werthe von x beliebig wenig von Null unterscheiden, 
und müsste verschwinden. Das Verhältniss y : Y ist also constant, und 
da nach (57.) und (59.) offenbar 

lim(y-y) = 0, 
so ergiebt sich 

y = Y. 

Bildet man daher die Grösse z und die entsprechende Grösse y für zwei 
verschiedene Werthe von n mit denselben Constanten «o und /?<„ so erhält 
man beide Mal dieselbe Function y; für dieses bestimmte Integral der Glei- 
chung (27.) besteht nach (56.) die Gleichung 

(61.) \itn(x\y^K)) = 0, 

wenn man n eine beliebige ganze Zahl bedeuten lässt. Damit ist aber 
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genau dasjenige abgeleitet, was nach Poincare unter asymptotischer Dar- 
stellung des Integrals y durch die Reihe 

R = cosa:(a, + -5- + ^^+-) + 8ina?(/?„+A+ A ^...) 

^ SC SD ' X SC ^ 

ZU verstehen ist; diese braucht nicht im gewöhnlichen Sinne des Wortes 
convergent zu sein. 

Es liegt nun die Frage nahe, ob durch die Reihe R jedes Integral 
der Gleichung (27.) in dem angegebenen Sinne dargestellt werden kann. 
Um diese Frage zu beantworten, gehen wir davon aus, dass durch die 
Gleichungen (31.) die Grössen a, und ß^ als lineare homogene Functionen 
von cfu und ßo definirt werden, sodass man setzen kann 

(62.) a,. = «i*>«,,+a<^>/?.„ ß. = ßi'^a,+ß^^^ßo, 

wobei die mit oberem Index versehenen Grössen von «o und /^o unabhängig 
sind. Macht man dann eine der beiden Annahmen 

«0=1, M,= 0; «0 = 0, /?o=l, 
so geht die Reihe R in eine der specielleren 



•1/ y «1/ 



ttber, deren jede nach den erhaltenen Resultaten ein particuläres Integral, 
etwa die erste y^^^, die zweite y^^^ asymptotisch darstellt, so dass 

(63.) lim tx«(y<'>- ^^!^^^^+ß!^\ = ii„, L.(j,c.)_ J ^i^W±^^8m^Ni ^ ^ 

Diese beiden Integrale können in keinem constanten Verhältniss stehen, 
da offenbar 

«(/)=!, /3y) = 0, «.?) = 0, ß^^\, 
mithin 

lim(y^*^— coso?) = lim (y^^^— sin a^) = 0. 

Daher kann jedes beliebige Integral der Gleichung (27.), welches ftlr alle 
oberhalb einer positiven Grenze liegenden Werthe von x definirt und nebst 
seiner ersten Ableitung stetig ist, in der Form 

(64.) Y = a,,y'''+b,y^'^ 

dargestellt werden, wenn durch a,, und b Constante bezeichnet werden. 
Gehen nun die allgemein definirten Grössen o^y, ßy bei der Voraussetzung 
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in a^ und ßy Über, so hat man nach (62.) 
endlich nach (64.) und (63.) 

lim ja:- (r- y^rCOsx+Asinxyj^ ^ ^^ 

In der That ist also jedes particaläre Integral Y darch eine specielle 

Reihe R asymptotisch darstellbar. 

Wie man, wenn Y gegeben ist, die Constanten Oo und 6„ bestimmt, 

ist ebenfalls leicht einzusehen. Nach den Bemerkungen zu Anfang dieses 

Paragraphen oder nach § 3 kann man setzen 

y = a„cosa?+6uSina?+A, 
wobei 



da nun 



80 folgt 



limA = limA' = 0; 
y = — a„sina?4-6oCOSa?+A', 



a,, = Fcosa?— y'sina?+Aco8x— A'sina;, 

6„ = ysinx+y'cosa;+Asina?4-A'cosa?, 
also 

(65.) Oty = lim(ycosa: — y'sina;), 6„ = lim(ysina?+ y'cosa?), 

womit zugleich die Existenz der rechts stehenden Grenzwerthe nach- 
gewiesen ist. 

Um mit den erhaltenen asymptotischen Ausdrücken rechnen zu 
können, ist es besonders wichtig zu entscheiden, ob man dieselben glied- 
weise differentiiren kann, d. h. ob man durch die rein formal und gliedweise 
differentiirte Reihe R die Grösse y' ebenso asymptotisch darstellen kann, 
wie y durch die Reihe R selbst. Diese Frage bedarf einer besonderen 
Untersuchung, da die Reihe R im gewöhnlichen Sinne des Wortes diver- 
gent sein kann; wie denn auch Poincare a. a. 0. bemerkt, dass eine Reihe 
der in Rede stehenden Art zwar im allgemeinen gliedweise integrirt, jedoch 
nicht immer gliedweise differentiirt werden kann. Bei unserer Reihe R 
ist dies aber möglich. Geht man nämlich von der Definition 

y = u^+z 

aus und benutzt die Gleichung (54), so ergiebt sich 

,1* ayCOsx-\-ßysinx , w 



■ UyK^uoJü-]- ^yaiiiJu uj 
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und hieraus 

dabei bildet die erste Klammer der rechten Seite den Inbegriff der Glieder 
in der einmal differentiirten Reihe R, bei welchen der Exponent von x im 
Nenner nicht grösser als n+l ist. Bringt man daher die differentiirte Reihe 
R in die Gestalt 

R' = cosa:(yo+^ + ^+--0+sinx((yo+-^ + 4+---)» 
SO ergiebt die Gleichung (66.) 

y = ^- +8, 

wobei 

— (^+l)(««i+iC08a?+/gn+i8iDa;) ■ of' (w-t-l)ctf 

und nach (55.) 

lim(a?''^^«) = 0, 
mithin auch 

hmj(r"+'(y-£i^ ^; )] = 0. 

Da nun n eine beliebige nicht negative ganze Zahl ist, so ist n+1 eine be- 
liebige positive Zahl; aus den Gleichungen (57.) und (58.) folgt noch 

lim(y'— (— a^,sina:+/?oCOsa;)) = 

oder, was dasselbe bedeutet 

lim(y'— (ygcosai+c^usina?)) = 0. 

Damit ist gezeigt, dass in der That die Reihe R' zur asymptotischen Dar- 
stellung der Function y' dienen kann, zu dieser also in derselben Beziehung 
steht wie R zu y. 

Auf andere Weise kann man von der Function y' beweisen, dass 
sie durch diejenige Reihe asymptotisch dargestellt wird, welche durch die 
rein formal ausgeführte zweimalige Differentiation von R entsteht. In der 
Gleichung 

werde für y die Reihe R gesetzt und rein formal die Multiplication durch- 
geführt; man erhalte etwa, indem man durch F^ J Constante bezeichnet, 
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a;"*'cosa? und x'^'^inx auf der rechten Seite gleich den Coefficienten derselben 
Ausdrücke links, so erhält man genau die Recursionsformeln (31.). Damit 
ist gezeigt, dass wirklich y" durch die mechanisch gebildete Reihe R" asymp- 
totisch dargestellt wird. Weiter können durch y, y' und y" alle höheren 
Ableitungen von y als lineare Ausdrücke dargestellt werden, deren Coef- 
ficienten die Ableitungen von f(x) sind. Hat man aber eine asymptotische 
Darstellung durch eine Reihe R^ von der Form der Reihe R für irgend 
eine Ableitung y^*^, so wird das Product y^""^ f^""^ (x) durch die formal aus- 
gerechnete Reihe fi„/^''^(a:), welche wieder die Form R hat, asymptotisch 
dargestellt aus denselben Gründen, welche oben das analoge Resultat für 
das Product yf{x) abzuleiten erlaubt haben. Man kann demnach jede Ab- 
leitung y^"^ durch eine Reihe der Form R in der angegebenen Weise dar- 
stellen; und dass diese Reihe mit derjenigen identisch ist, welche durch 
Ij y-malige formale Differentiation von R entsteht, folgt wieder daraus, dass 

'\ letztere der Gleichung (68.), mithin auch den weiteren 

f -R'' = Rf{x)+RfXx\ -R'"" =^ R"f(x)+2f'(x)R+f'Xx)R, . . . 

formal genügt. 

Das Wesentlichste der erhaltenen Resultate kann man in folgendem 
Theorem zusammenfassen, indem man in die Gleichung (27.) die unabhängige 



Variable — an Stelle von x einführt. 



Wenn in der Differentialgleichung 

y"-Vyf(x) = 

die Function f(x) eine für hinreichend grosse Werthe von x convergente 
Potenzreihe von der Form 



r fQ,^ = a'+J^ + _^ + 



und die Constanten a, aj, a^y ... reell sind, so kann das allgemeine reelle 
Integral der Differentialgleichung für grosse reelle Werthe von x asymptotisch 
dargestellt werden durch eine Reihe von der Form 

R = co»axU,+ ^ + ^ + >^^ + ^inax(ß,+ ^ + ^+-\ 



ioelche der Differentialgleichung formal genügt und in welcher a^ und ßo will- 
kürliche Constante sind, d. h. es ist 

" aycosax+ßysinax \\ 



hmlx-^y-Z -,^ )] = 



:i 
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und die der Gleichtang (69.) formal genügende Reihe R kann geachrieben 

werden 

R = («oCOB.+/9„sin.){l+ i (-^yK^+2.i^^^+^^f^2.C2.-l^, j 

wodarch die von o,, und /?„ unabhängigen Reihen R^^, R^j!^ definirt sind; 
drückt man b durch m aas, so erhält man 

D / , /3 • nIi Cl-4m')(9-4m') 
fi = (aoC08JJ+/?o8ma;)|l— -!^ 2!^? 

(l-4m')(9-4m')(25-4m')(49-4in') 



+ 



Durch diese Reihe kann man nach dem erhaltenen Satze jedes Integral 
der Gleichung (69.), mithin auch, wenn u irgend ein Integral der Bessekchtn 

Differentialgleichung ist, die Grösse ufx asymptotisch darstellen für grosse 
reelle Werthe des Arguments. Einen speciellen Fall dieses Resultats bildet 
die von Jacobi*) gegebene semiconvergente Entwickelung der fe^^a/schen 
Transcendente «/»(x) mit ganzzahligem Index. 

Will man ein gegebenes particuläres Integral der Gleichung (69.) 
durch die Reihe R darstellen, so sind die Constanten a^ und ß^ durch eine 
besondere Betrachtung zu bestimmen; dazu dienen die Formeln (65.). 
Sucht man z. B. eine Darstellung der Function 

j;,(a;) = — / cos(a?siny)rf<p, 

TT t^ 


welche der Gleichung (70.) bei der Annahme »1 = genügt, so ist }lxj^^(jc) 
das entsprechende Integral der Gleichung (69.) und man hat in der Reihe 
R nach (65.) zu setzen 

of,, = lim |}^a:/o(a:)cosa; — ya;Jo(a:)sina? 1=^ J^i{x)mix\ ^ 

/?o = limua;J,)(a?)sina?+}^a?Ju(a:)cosa:H ;r=^/,(a?)cosx}, 

^ 2ya? ' 

oder, da die Grösse ixJ^)(x) nach § 3 bei wachsenden Werthen von x 



*) Jacohi, Werke Bd. VII S. 174. 
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zwisoheti endlichen Grenzen bleibt, 

Co = lim(y^Jü(^)co8aj— V'a:JJ(aj)8inx), 

Die Bestimmung dieser Grenzwerthe leistet eine einfache Rechnung von 
Poisson^)^ welche auf Grund der uns zur Verfügung stehenden Resultate 
leicht völlig streng formulirt werden kann. 

Die Grössen a,) und ßo sind unmittelbar gegeben, wenn man für das 
darzustellende Integral der Gleichung (69.) schon einen asymptotischen 
Ausdruck von der Form aoCOBx+ßißinx kennt; die Ableitung eines solchen 
ist analytisch nahezu identisch mit der Berechnung der in den Gleichun- 
gen (65.) auftretenden Grenzwerthe. Aus der Theorie der Bessekchen Func- 
tionen ist z. B. bekannt, dass 



inxJ^y{x) = cosa;+sinx+f, lim« = 0; 
also folgt für das links stehende Integral der Gleichung (69.) 

a,, = /?„ = 1, 
and im Sinne der asymptotischen Darstellung 

(71.) »^j,(x) = mp+B^\ 

was die bekannte Entwickelung von Poisson ist. Unsere Theorie erlaubt 
nun aber eine ähnliche für jedes Integral der Bessehchen Gleichung ab- 
zuleiten ; z. B. wenn immer noch m = ist, für das Integral 



Ku^x) = / cos(xcosty)rf<p. 



I) 



welches**) bei grossen Wertben von x die annähernde Darstellung 

Ku(x) = -g-y— (cosar—sino?) 

gestattet Für die der Gleichung (68.) genügende Function 2]/— /^„(a?) 
hat man also 

Oü =1, /^ü = — 1 

zu setzen, und es ergiebt sich die neue semiconvergente Entwickelung 

(72.) Ux) = 1 |/A(fl(i)^RC2)). 



*) Poisson, a. a. 0. S. 351 f. 
**) Beine, Handbuch der Kugelfunctionen Bd. I (1878) S. 247. 
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Aus dieser Reihe und der für Jo(x) gefundenen kann man ähnliche 
für die Grössen /»(a?) und Ä„(a?) mit ganzzahligem Index ableiten, wenn 
man bedenkt, dass die Reihe R nach § 6 wie eine endliche Summe glied- 
weise differentiirt werden kann. Es gelten nämlich allgemein die Formeln*) 

(73.) j:(x)^^Ux)^J^^,(x\ KXx)==^K(x)^K^^(x), 

wenn man particuläre Integrale der Bessekchen Differentialgleichung in 
folgender Weise definirt: 

^2nip^ = ^^ — J cos(a?siny)cos2»<prf9?. 



n 
u 



J2n+\ (^) = ^ — — I sin {x sin y ) sin (2 » + 1) y rfa? . 



ü 



K(x) = , ^ ^ "^^.^ ^ r^"^''i'%W''(pdw. 

"^^ 1.2.3...(2»— 1)^-/ ' ^ ^ 

Aus den Gleichungen (73.) folgt sofort 

d / Jn{x)Yx \ ^ J,4.i(a;)V^ d / Kn{x)Yx \ _ Kn+iCx^^x ^ 

dx ^ a?"+* / x"+* ' da; v a;*"H ^ "" j:*+* ' 

hat man daher die Functionen VxJ^Qc) und ixK^{x) durch Reihen von der 
Form R asymptotisch dargestellt, so ergeben sich, da diese gliedweise 

differentiirt werden können, Darstellungen derselben Form für ^xJ^^iOc) 

und fxK^+i(x). 

Beginnt nun die das Product fxJ^(x) darstellende Reihe R mit den 
Gliedern a^GO^x+ßo^inx, hat man also die Formel 

}fxJn(x) __ a^cosx+ß^sinx+c 

wobei nach § 6 

lim€ = lim«' = 0, 
so folgt 

-^\—^k^) = -^^^^ -^ -^;;^(«ocosa:+/?osina:+0; 

man kann daher setzen 

]/a?Jn+i(^) _ — /5'oCOsa?+aQ8ina?+iy 



•) Heine, a. a. 0. S. 243. 
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wobei 

lim?? = \imri' = 0. 

In der Darstellung von ixJ^^^{x) darch die Reihe R sind demnach die 
Anfangsglieder — /^ocosaj+cfosino?, und dieselbe Beziehung findet offenbar 
statt zwischen den Anfangsgliedem der in die Form R gebrachten Aus- 
drucke }/xKX^) und VscK^^i(x). Aus den Formeln (71.) und (72.) ergiebt 
sich speciell 

hieraus in derselben Weise 

u. s. f.; allgemein im Sinne der asymptotischen Darstellung: 

2}/^KUx) = (~l)-(ßä^-ß.i?), 2l/^/r,«^,(a:) =(-l)"(fiCi).,+Ä(^),0. 

Die Ausdrücke für die Functionen / sind die von Jacobi angegebenen, die 
Übrigen scheinen neu zu sein. 

Dorpat, November 1895. 
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Ueber die Keihenentwickelimg der Integrale 

eines Systems von Diflferentialgleichungen in der 

Umgebung gewisser singulärer Stellen. 

(FortsetEung der Arbeit aus Band 116 S. 265—306.) 
(Von Herrn J. Born in Charlottenburg.) 



im 116. Band dieses Journals, Seite 265 — 306, habe ich mich mit 
der Reihenentwicklung der für a; = verschwindenden Integrale eines 
Systems von Differentialgleichungen 

(E.) (c-^ = G^(x, y,, ..., yj (a = i ) 

beschäftigt, worin 

eine an der Stelle a; = 0, ^i = 0, . . ., y„ = verschwindende, in der Um- 
gebnng dieser Stelle reguläre Function von x^ ^i, ..., y^ darstellt, unter 
der Voraussetzung, dass die Determinante 

lauter einfache Elementartheiler besitzt. In der vorliegenden Fortsetzung 
werden entsprechende Untersuchungen für den Fall mehrfacher Elementar- 
theiler der Determinante J(s) angestellt. 

Hat die Determinante J(s) die Elementartheiler («— a')*', ..., (s—af^^y^^^ 
und sind a, ..., a^*"^ diejenigen unter den Grössen a', ..., a^"^, welche 
positive reelle Theile besitzen, so wird dem Differentialgleichungssystem 
(E.) durch ein System von Reihen mit e'H h^^"*^ willkürlichen Constanten 

genügt, welche für hinreichend kleine Werthe von |a?|, |/n| ... convergiren; 
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änderlichen ^i, . . ., y^ auf die folgende Normalform gebracht werden: 



(1.) 



X 



X 



dx 



dx 



1 



(» = 1, . . ., r) 



Die reellen Theile von a\ . . ., a^"*^ seien positiv, diejenigen von 
^(m+i)^ . . . , 0^*^^ negativ oder Null. Zwischen den Grössen a', . . . , aS''\ welche 
wir zunächst als verschieden voraussetzen, soll keine Beziehung von 
der Form 

bestehen, wo q^ Qi, Qi..y . . ., ganze positive Zahlen sind. 
Setzt man 

(2.) t,, ^ af'\-\ogxy-\ h:;::::.f) 

SO erhält man mit Rücksicht auf die Differentialgleichung 

für die Coefficienten der Reihe 

welche dem Differentialgleichungssystem (1.) genügen soll, die Recur- 
sionsformel 



(4.) 



worin 



^iXn^ — -^ -^xx,.-x- ^i, Au«. ^/, An- • • • 



in einem Gliede Xi-\ |-;f„ Factoren Cjj^^^^ f^Un^-t ••• enthält, deren Indices 

die Bedingungen erfüllen: 




11 



HÜ' 
p 

i J'1 



I-!, 



JJI 



I 

I 

i 



■I 

I 
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ZU deren Bestimmung die Recursionsformel dient: 

(4'.) = (r+DciP+ci-'-^l tri:;:-;.:;';«- 

Aus derselben ergiebt sich 

hier ist c;J~'''^ wie in Formel (4'.) c; ^"^^ durch Null zu ersetzen, wen 
p ^ CT bezw. p = 1 ist. 

Für a = v hat man 



^K — .,| M) 



Im Falle if^v ist c; ^ ^ = 0; die Grössen c; ^ ^ (p > drücken sich au 
durch die e^*^ Grössen 

welche willkürlich angenommen werden können. Vermittelst der Formel: 
(4.) und (4'.) ergeben sich also sämmtliche Coefficienten CJf^^,,^ der Reihe (3. 
als ganze rationale Functionen von e!-\ h^^*"^ willkürlichen Gonstanten 

Dass die Reihe (3.) für hinreichend kleine Werthe von \x\^ j/nh •* 
convergirt, wird im nächsten Paragraphen unter allgemeineren Voraus 
Setzungen bewiesen**). 

*) Auf die Art der Abhängigkeit der Reihe von diesen Constanten wird in einen 
dritten Theil der Arbeit eingegangen. 

**) Hier kann um so eher davon abgesehen werden , als § 6 ebenso wie § 1 ii 
ersten Theile hauptsächlich den Zweck hat, den Uebergang zum folgenden Paragraphei 
zu vermitteln, wo zwischen a\ ..., a^*") Relationen bestehen. Ueberdies ist, wie icl 
nach Vollendung der Arbeit aus dem (1896 erschienenen) Jahrbuch der Fortschritte de 
Mathematik für 1894 ersehe, von Herrn Bendixson in den Stockholmer Akademieberichtei 
von 1894 das Differentialgleichungssystem 

dx 

—JT- = ^a(^n --M ^n) = £aaß^ß'\ (a, /9 = 1. ..., n 

Ol ß 

unter der Voraussetzung behandelt, dass die Determinante \aaß — s^aß\ mehrfache Ele 
mentartheiler (« — a')*', (ä— a")*"", . . . besitzt, während Relationen zwischen a\ a'\ . . 
ausgeschlossen sind. Die Beweise sind allerdings von H^rrn Bendixson nur f ür n = i 
geführt. Seine Darstellungsweise schliesst sich an Foincarh Dissertation an, welche mir 
wie noch bemerkt sein möge, nicht zugänglich war, von deren Inhalt ich vielmehr nu 
aus anderen Arbeiten Poincar^s, sowie aus Picards Traite dAnalyse Kenntniss habe. 
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Wir nehmen jetzt an, die Determinante J(s) habe die Elementartheiler 



• • • 



Dnrch eine lineare Transformation sei das Differentialgleichnngssystem (E.) 
anf die Form gebracht: 



(1-0 



X 



dy u) 

dx 
dyxi) 



= /t(0 



= ö^*'y (0+y CO +•••» 



*el 






X 



li^ — /.(O 



dx 



«^^ff (0+y (0 +•••» 



«- «pa-1 



Gl = 1, ...,«co) 



(P2=l 4*>) 



(t = l, ...,r) 



Die reellen Theile von a', ..., a^"'^ seien positfvr, diejenigen von a^'"^^^, ..., a^*^^ 

negativ oder Null; zwischen a', . . ., a^""^ sollen keine Beziehungen bestehen. 

Unter e^^ die grösste der Zahlen e[*\ ^P^ . . . verstehend, setzen wir 



(2-.) 



.(0 



u, = x'^'"{-\ogxy-'', 






durch Einsetzung der Reihe 



(3-.) 



va = -sat.-«'' '?{'••• 



(a= 1, ..., fi) 



in das Differentialgleichungssystem (1\) ergiebt sich eine Recursionsformel 
von der Form (4.); zur Berechnung der Glieder vom Gewicht a^^ in den 
Reihen flir y (f), y (,), . . . 



Q\ 



^s 



(31.) 
dienen die Formeln 



,(0_ 



^ V V^-logar)"' 



r=U 



V 9\ Qi y 



(41.) 



= (v+i)44:o+c,^4:-o^ 






(y=U,. 1, ..., g(")_lj t=l, ..,.m) 



wie oben ergiebt sich daraus 

44?) = (p, .< y), 4"^^^^ = (P2 ^ 
während sich die übrigen Grössen c; ^' ^, c):"^- ^, . . 



durch die willkürlichen 



110 Harn, über die Reihenentwickelung der Integrale von Diff'erentialgleichungen. 

Constanten 

ausdrücken. 

Wir haben den Satz: 
Die Determinante 

J(S) = \aaß — 8d^^\ (a. /J = l n) 

des Differentialgleichungssysteme 

(» = 1, Jfi + - + ir„ = ü; x+Xj + ^+jf^ > 1) 

Aa6e cfie Elementar theiler 

(s^a^^f^\ («-a^*)y»\ .... 0=1 r) 

Die grösste der Zahlen e^\ ei^\ ... sei mit e^^ bezeichnet. Die reellen Theile 
eon a\ ..., a^"*^ seien positiv ^ diejenigen von a^""^^\ . . ., a^*"^ negativ oder 
Null. Zwischen a\ . . . , a^"*^ bestehe keine Beziehung 

mit ganzen positiven Coefßcienten. Dann wird das DifferentialgleichungS'' 
System^ wenn man 

setzt, durch ein System von Reihen 

^ ^rPC«) , V- ihi #^1C #^"»1 /me("») /« _ 1 «\ 

m 

befriedigt, welche 2:(e['^+e^^ — ) willkürliche Grössen enthalfen und für hin- 
reichend kleine Werthe von \x\, \tu\^ ... convergiren. 

§7. 
Es liege wieder das Differentialgleichangssystem vor: 



(^•) ^-^ = «^*'j^„c)+y„(o +-^^^£'l.^'tfr...y:" 



Die reellen Theile von a, . . ., a^"*^ seien positiv, diejenigen von a^*"^*^, ..., a^*"^ 
Null oder negativ; zwischen den Grössen a\ ..., a^'"^, welche wir zunächst 
als verschieden voraussetzen, mögen beliebige Beziehungen 
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bestehen, worin die CoefQcienten ganze positive Zahlen sind. Diejenigen unter 

den Grössen af^ (i = 1, ..., m), welche nicht in der Form x+r^a!-\ f-^m«^"*^ 

(t, = 0) dargestellt werden können, wo t, Tj, . . . , r^ ganze positive Zahlen 
sind, seien mit a', ..., a^^ bezeichnet; die übrigen Grössen a^'+^^, ..., a^"*^ 
seien so angeordnet, dass die reellen Theile eine nicht abnehmende Reihe 
bilden, so dass nur Beziehungen von der Form 

in Betracht kommen. Jeder der Grössen a^^ wird eine Zahl v^'^ zugeordnet. 
Wir setzen y' = 0, . . . , v^'^ = und definiren v^^ (i > /) auf folgende Weise : 
es seien sämmtliche Beziehungen (a.) aufgestellt, auf deren linker Seite a^*^ 
steht, und für jede die Zahl 

p«(i/'+e'-.l)+...+PM-i(i^^-^^+e^'-^>-l) 

gebildet; dann ist v^^ um 1 grösser als die grösste dieser Zahlen. Die 
Zahlen fii, ^j,, ..., ^,;..i seien so gewählt, dass 

ist 

Die Functionen 

(3.) ' t^ ^x-'^'c-ioexf''^^^ (;:t:::,"o) 

genügen den Differentialgleichungen 

a:-^ = aW/,,-(yW^-(>-l)x''^'^(-logaJ/'^+?-^ (e = 2, 0), 

welche mit Rttcksicht anf (2.) die Form annehmen 



r a« = 
(20 { ,co = 



(4.) 



dx 

Wir suchen das System (1.) durch ein Reihensystem 
ZU befriedigen. Die Zahl 

m 
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nennen wir das Gewicht und die Zahl 

den Rang des Reihengliedes 

oder des Indexsystems (^^ ^n, . . .) oder auch des Coefficienten 

Die Grössen 

sind vom Gewicht a^^ und bezw. vom Rang v^'^+c^*^-l, . . ., y^*^; ist A^ 1, 
so sind unter Umständen mehrere Indexsysteme vom Gewicht a^*^ und vom 
Rang v^^—k 

V*' 5 *ii 1 • • •? *f_i^g(<-i)7 ^? • • •? ^yi 



vorhanden. Wir setzen voraus, dass in der Reihe für y (,) ((>= 1, ..., e^*^) 

ein Glied mit x^^^^tn''... vorkommt, dass aber die Glieder mit x'^^^^t]}^...^ . . . 
fehlen, dass also (y (<)) -(*) f (*) , . . . gleich Null ist; wenn wir 

(j/ o)).(«T<*) = <(.Ll^ (* = i y^'h 

setzen, so enthält die Reihe für y (,) (p = 1, ..., e^^) die folgenden Glieder 
vom Gewicht a^**^: 



y=U 



Sehreibt man die Dififerentialgleichung (1.) 



^e 



und ergiebt sich durch Einsetzen der Reihe (5.) 
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80 hat man zur Berechnung der Coefficienten O^l^^ die Recnrsionsformel 



f^ = 



oder 



(6.) 



(i+ i (Ä«+-+ V,)a^*>-a<'>)c,© 



m / (0^ 






+ 2 £ (^^*^ + ^-l)(^Aa+l)C,^a^J.^,.,-M,.-Hl.- 



WO GiX^J^ ebenso gebildet ist, wie der in gleicher Weise bezeichnete Aus- 
dmck in der Recursionsformel (4), § 6. Die Grössen Cj^^Ji^^^x^^^^^^,^ und 

Q.r^tf_i-i,AAa+^- *^^ dö^ rechten Seite von (6.) sind von demselben Gewicht 

wie Cj^f^J^ aber von einem um 1 höheren Rang, während C^^'l ^ geringeres 
Gewicht hat Vermittelst der Formel (6.) drückt sich also die Grösse 

C^TL. ^^^ Gewicht a und vom Rang v, falls a von a^'^ verschieden ist, 
aus 1) durch Grössen von geringerem Gewicht, 2) durch Grössen vom 

Gewicht a und vom Rang v+1, 3) durch die Grösse Ci^^r vom Gewicht a 
und vom Rang v, aber mit dem kleineren Index a^^, welche im Fall q = 1 
fortfidlt 

Falls das Indexsystem (l, Inj . . .) das Gewicht a^^ hat, ist die 
Formel (5.) durch eine andere zu ersetzen. Durch Differentiation der Glieder 
vom Gewicht a^*^ in der Reihe y (.> (5'.) findet man, dass die Reihe fllr 



rf» (0 



'« 



X j^ die folgenden Glieder vom Gewicht a^^ enthält: 

'^is '(at'> c W_ (y + 1) JiS^)a^^\- logx)' ; 



V=0 



die rechte Seite der Differentialgleichung (1.) hat nach Einsetzung der 
Reihen (5.) als Coefficienten von ar^/fi*...: 



a^''C,©+C,^rp+G©. 



^hlJ ist Null, wenn il<a = 1 (^ = 1? •••? ^*0 ist, während die Übrigen Indices 
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\r 
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:^ 
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f'i 



I -.1 
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■ !f 
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verschwüiden, so dass der CoefQcient von ti^ lautet: 



setzt man 






X tii\..=x /jjJ »... = -.. = a: (— logx) , 



so erscheint diese Grösse, wenn man beachtet, dass 

11 ••II— 

ist, nnd 



1 1"" l Tj 1'- 



(0_* 



setzt, multiplicirt mit 

Schreibt man die Glieder vom Gewicht a^*^ in der Reihe ^I%f,Jx^tiY... 



der Form 






y=<) 



SO haben wir zur Bestimmung der Grössen Cx^ifiJ vom Gewicht aS^ die Gk 



chung /; ^ ^ = oder 



(6'.) 






(y=0, 1,.... rCO-1) 



WO 



G;^ ^ eine ganze Function solcher Grössen Cjfj^^^ ist, deren Gewicl 



kleiner ist als a^\ Aus den Gleichungen (6'.) für v'^y^^ ergiebt sich 



.W = -L«(4'^0 = .._ 



r—l 



(-1)« 



i'(i'-l)...(»— ff+i) 






'y— <T 



(K-a^r( 



oder für y — o = j/^*' 



(-1)» 






»CO+a 



(-^). 



^(•Svt (p ^ a) verschwindet, während sich die Grössen c)^i^^^ (q > o) durc 
die c;(^<f '^ ausdrucken. Aus den Gleichungen (6'.) für v = 0, 1, . . ., i^^*^- 



I 

1 






p 



■Hl 






1 , 









•1 



1j- 



F." ■ 

-1 • 

l' 



i: 



r u 

>'■ 

■ "rf 

1 .A 

ff: 

► '*♦ 
11 
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und dieser Ansdrnck höchstens gleich i^^*)— 1. Dem Bestehen einer Relation 

ohne dass, wenn man ^ p^^ = q^ setzt, a^*^ = Qi+ 2 ft&ö^*^ ist, kann durch 

die Wahl der innerhalb gewisser Grenzen beliebig anzunehmenden Grössen 
a', . . ., a^"*^ und e vorgebeugt werden. 
Setzt man 

(8.) 8,, = aj«^''-('«+e-'^ &::::M 

so wird das System (7.) nach § 1 durch ein System von Reihen 

befriedigt, welche für hinreichend kleine Werthe von |x|, Ij^l) ••• convergiren. 
Durch Einsetzen der Reihen (9.) wird 

( ^^A 

®(i)(9M ..., 9n) = -2'®rAfJ...^'3iV...; 

zur Berechnung der Coefficienten S5i^„^ dient die Recorsionsformel ®jSlf- = ^ 
oder 

(^+i£^,(a<*>-(»'(*>+(T-l)*)-(a<'-'-(»/<'>+(,-l)e))S5laD 

WO ®\y,J analog G^j^^J in Formel (6.) gebildet ist. Die Grössen j^^ er- 
setzen wir nun durch die Functionen 

welche den Differentialgleichungen 



(10.) 



(12.) 



rftn 



'^^ = (a^'^-»'^'^Ot*,-vt'^x'"C...Ö-o, 



X 



dti^ 

dx 



= (a<*'-(v«+p-l)e)t,,-(vCHp-l)t,,_, (e = ». «) 



genügen. Zwischen den j,^ and t«^ bestehen die Beziehungen 

8., = !(»'<••>+ P-I)*-,«"'*'-^^-*!,,.; 



(13.) 



,?-*+! 



»=1 *'* 
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(14.) 



,.(0+,-.^^ = i(-ir'(y«+e-iV.s.p-»+. 



i 



y(0 tW (*) 



die rechte Seite von (13.) ist nämlich nach Einaetzong der Ausdrücke (11.) 



Jb=l 



,(0 



+ ^(i'^'H(>-l),+*-ix«^''-^^^'^'-*^*(l-xO'^'^' 



t=i 



= ^.co-(,(0+e_i),r J. (y(0_|_p_ix ^a;t*-i)*(l-a:')''^''+e-* 

'-]fc=l 

+ !|(»'<'' + Q- l),+t_,ar(f +*-»>'(l -ar')'^*^-*] 
= jr"'*'-(''^*'+e-»>(a:'+(l-a;'))*'^*^+P-» = ^aW-iAO+^-i), ^ 

and die rechte Seite von (14.) ist nach Einsetzung der Ausdrucke (8.) 

^ilr=l 



Zufolge der Substitution (13.) geht die Reihe (9.) über In die Reihe 

(15.) 9, = -^6föL;^^(«)^tjr...ti::^i';\ 

welche für hinreichend kleine Werthe von \x\^ |tu|... convergent ist; durch 
die Substitution (13.) oder durch Einsetzung der Reihen (15.) erhält man 

/ (o^ r (ON 

S)(o(9m .-., 9n) = ^®&>^3?i^.. = -s'fjrcVtJr... 

und hat zur Berechnung der ®ß,^ die Recursionsformel 

' • m «CA) \ / (•)^ 



(16.) 



he^MhM—ihl-^^"' 



+ j: £ (»'^«+a- 1)(^*<,+ l)6LVo-.-'.^*a+.. 
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Wir fuhren jetzt die Zahlen 

m eW 

'ha 



a = k+j: j: ^.„a« 



Äsl <y=l 
m eW 

A=l a=l 

als Gewicht und Rang des Ausdrucks x^^^ii... oder das Ausdrucks xH^i... 

oder auch des Indexsystems (k, in? •••) ein. In Formel (13.) wie in Formel (14.) 
sind alle Glieder von gleichem Gewicht, so dass aus den Gliedern der 
Reihe (9.) vom Gewicht a auch nur Glieder vom Gewicht a der Reihe (15.) 
hervorgehen; es ist daher 

(17.) 2: 33i«;? x'i'ii... = 2: 6i«i x't'y..., 

(fl = *''*" (" — 

wenn man, unter r eine beliebige positive Zahl verstehend, sämmtliche 
Summen nur über diejenigen Indexsysteme (>l, ^u,...) erstreckt, deren Ge- 
wicht a^r ist. 

Aus der Gleichung (17.) erhält man durch Einsetzung der Aus- 
drücke (14.) für die t<^ und Vergleichung der Coefficienten von x^^l^n... 

eine Gleichung von der Form 

(19.) 33i%..„ = «-'efö.,._+2M,...(6i:l-.J. 

wo 2a,i ^ eine lineare homogene Function solcher Grössen (S^i ^ be- 
deutet, deren Gewicht gleich a, deren Rang grösser als v ist Wir setzen 
flir 6i?i ,•. (tt^t) beliebige positive Werthe und verstehen unter S3^i ^ 

(a^r) die Zahlen, welche sich aus den Gleichungen (19.) berechnen; 
unter Zugrundelegung dieser Werthe berechnen wir die übrigen Grössen 
S3i5i .- (^>t) vermittelst der Recursionsformel (10.); die so berechnete 
Reihe (9.), welche nach einem am Schluss von § 1 bewiesenen Satze fttr 
hinreichend kleine absolute Beträge von x, jn? • • • convergent ist, genügt 
der Differentialgleichung 



(7'.) 



(a^r) 
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und 



h=l a=l 



letzterer Aasdruck ist aber der reelle Theil des Nenners von Qix^'^^^ und 
da der absolute Betrag nicht kleiner ist als der reelle Theil, so ist für a 






f- 



Wir schreiben 



»t 



e(*) 









*=1 a=l 



der absolute Betrag des ersten Bruches kann den Werth 1 nicht übersteigen, 
da sein Zähler nicht grösser sein kann als l-^- 2 2 ^a<jP^*^— p^*^ der reelle 



Aerl a=l 



Theil des Nenners; der absolute Betrag des zweiten Bruches ist kleiner als 

f 

Wenn man 






annimmt, ist 



ei#l 



w. z. b. w. 

b) Ist a :> c and 



g für a >» r, 






(„W) _ _ _ 



für a < a, sowie für a = a, v>v und schliesslich für a = a, v = Vy q 
so ist auch 



P: 



I 1 '*** 



6^?^ /»2««-»'-2«+e 



1 1»****' 
Hierbei ist e die grösste der Zahlen e\ . . . , e^'^K 

Der Voraussetzung nach ist (vgl. Formel (6.) und (16.)) 



|e<- 



•i") 



*A,a-l""^'^Äa+^»~ 



^(«e-i) 

1 1 **** 
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ferner ist 

a-l C^l ... < m gf«; ... 

*i*ll»«»^^ll»— X, All,^A, All,«. 

der Exponent von g, 

2ca— v— c(2;f+;fi4- •••+^«), 

ist wegen 2x+XiH h^i.^2 höchstens gleich 

2ea— V— 2c ^ 2ca— v— 2c-i-e— 1. 

Mithin ist die rechte Seite der Recursionsformel (6.) dem absoluten Betrage 
nach kleiner als die rechte Seite der Recursionsformel (16.) mnltiplicirt mit 
^2«i-y-2«+e-i^ woraus unter Berücksichtigung des Httlfssatzes a) folgt: 

w. z. b. w. 

Wenn man , nachdem die Werthe der Constanten C() ^ "^ festgesetzt 



sind, die wUlkttrlich anzunehmenden positiven Grössen (§,^1 ^ (^^0 so 
wählt, dass 

ist, so ist nach HUlfssatz b) allgemein für alle Werthe X, ^n, ... 

Wenn die positiven Zahlen r, rn, ... so gewählt sind, dass die Reihe (15.) 
für |a?| = r, |/ii| = r„, ... convergirt, so ist, wenn man 

annimmt, 

Demnach ist die Reihe (5.) convergent, wenn die absoluten Beträge von 
x^ <]i, ... die angegebenen Bedingungen erfüllen. 

Wir lassen jetzt die Voraussetzung, dass in dem Differential- 
gleichungssystem (1.) a\ . . ., a^*"^ verschieden seien, fallen, indem wir 

*) Das letzte Glied des Exponenten ist vergrössert^ indem q für jeden Factor durch 
e ersetzt wurde. 
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unter Abänderung der Bezeichnung ein System von folgender Form zu 
Grunde legen: 



(l^) 



^y.a 



X 






«e,-i 



(oi = l, .... *W) 



^yx^ 



X 



:£iL- ^ /.(o 






da? - a 



(^3=1, .... «$f^) 



(• = !,..., r) 



Die grösate der Zahlen ef^ e^\ . . . bezeichnen wir mit e^^. Zwischen den 
Grössen a', . . ., a^*^ mit positiven reellen Theilen bestehen irgend welche 
Beziehungen 

die Zahl v^''^ wird um 1 grösser angenommen als die grösste der Zahlen 

Das System (1*.) wird durch ein System von Reihen von der Form (5.) 
befriedigt, worin nur c^'^ (« = 1, . . . , m) die soeben angegebene Bedeutung hat 

An die Stelle der Recursionsformel (6.) flir Ci^ ^^ treten ebenso gebildete 

Formeln fttr C^?'^ , C\\^''^ , . . .. Für die Glieder vom Gewicht a^'^ in den 
Reihen flir y (.^, y (,), ... 



Z c^''^a;«^^(-logj?)' 



.(•) 



gelten die Formeln 



y=(l 






(61.) 



(,.+ l)cW,>'+cW,-'>> = 0, 



(k = k('),... ,..(0+^0-1) 



(rtsrll, I, ,.., rW—i) 



/ (0^ z' (0^ 

Die Grössen cft'^/ ((>,= !,..., efO. ^. '» (p2 = 1, • •, e^/0» • • • sind willkürlich 

m 

anzunehmen, so dass die Zahl der unbestimmten Constanten ^(ei^^+^'^+'-O 
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beträgt Der oben gegebene Convergenzbeweis erfährt keine wesentliche 
Aendemng. 

Die Determinante 

J(s) = lüafi — sd^ßl (a, /?.= !, ...,») 

des Diff^erentialgleichungssystems 

habe die Elementartheiler 

Die grösste der Zahlen ef^ e^\ . . . werde mit e^^ bezeichnet. Die reellen 
Theile von a\ . . . , o^"*^ seien positiv, diejenigen von a^'^^\ . . . , a^*"^ negativ 
oder Null. Zwischen den Grössen a\ . . ., a^*"^ dürfen beliebige Beziehungen 

mit ganzen positiven Coefficienten bestehen. Den Grössen d , . . . , a^"*^ werden 
ganze positive Zahlen (einschl. Null) v\ . . . , v^"'^ zugeordnet. Wenn a^'^ nickt 
auf der linken Seite einer der Gleichungen (p.) auftritt, ist v^^ = Q zu setzen; 
andernfalls wird aus jeder Gleichung, auf deren linker Seite a^^ steht, die Zahl 

p<i(y'+c'— 1)H hp.-,<-i(v^*^*^+c^*""^^ — 1) gebildet und v^^ um 1 grösser an-- 

genommen als die grösste dieser Zahlen, Dann wird das Differentialgleichungs- 
system, wenn man 



• . • 



setzte durch ein System von Reihen 



m 

befriedigt, welche 2 (e^i+ef-^-") willkürliche Grössen etUhalten und für hin- 
reichend kleine Werthe von \x\^ |<ii|, ... convergiren. 



§ 8. 

Die in § 4 angestellten Betrachtungen über Systeme linearer Diffe- 
rentialgleichungen sollen jetzt auf den Fall ausgedehnt werden, dass die 
Determinante ^(«) = |öa^— «^«ysl mehrfache Elementartheiler besitzt Das 
System sei auf die Form gebracht: 

16* 



« « 



(10 « -^ = o»y jo +yjfl + z 2 «% J^'yß\ (* = » ».• f = ' ''^) 
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zwisohen den zunächst als verschieden vorausgesetzten Grössen a', . . ., a^*^ 
mit positiven reellen Theilen dürfen heliehige Beziehungen bestehen. Zur 
Bestimmung der Coefficienten des dem System (1.) nach § 7 genügenden 
Reihensystems 

dient die Recursionsformel 



=^ Q 



bezw. 



(3'.) = (v+l)(^l+(^P^-^^ J^a(|, a^_,,. 

Wir beweisen den Satz: 

„Qy^ ist gleich Null, wenn v ^ e^*'^+e^^-\ f-e^'^^ ist, vorausgesetzt, 

dass a^*'\ a^^, . . ., a^*^^ diejenigen unter den Grössen o', ..., a^"*^ sind, 
welche in der Reihe o, »— 1, o— 2, ... enthalten sind." 

Dabei denken wir uns a^*'\ o^'»^, . . . , a^'* so geordnet, dass die reellen 
Theile zunehmen. Es sei zunächst a von a^^ verschieden, und der Satz sei 
für die Gewichte o—l, a— 2, ..., für das Gewicht a und den Rang v+l, 

ferner für die Grössen 0^^"^^ bewiesen. Dann gilt er auch für C^y \ C^^ ^ ist 

nämlich nach (3.) eine lineare homogene Function von Q^i? ^v^" und ver- 
schiedenen Grössen Clfl^^y. Wenn y^e^''^-! f-ß^*'^^ ist, so gilt dasselbe 

für y+l, und es ist c[f}^Q und ci"j-^) = 0. Sind a^'\ ..., a^'^^ die in 
der Reihe a— ;f, o-;?— 1, ... Qc^l) enthaltenen Grössen d^^ so ist 
y^(T, also jedenfalls i/^ß^*'^-j \-e^'r) u^d demnach auf Grund der Vor- 

aussetzung C^l^^^ = 0. Nach (3.) ist C)y ^ = 0. Durch wiederholte Anwen- 
dung dieser Schlussweise ergiebt sich aus der Gültigkeit des Satzes für 
die Gewichte o—l, o— 2, ... seine Gültigkeit für das Gewicht a. Es sei 
jetzt a = a^'\ und wir zeigen, dass der Satz für das Gewicht a^'^ gilt, wenn 
er für die Gewichte a^*^ — 1, 0^*^—2, ... bewiesen ist. Aus (3'.) 









in Verbindung mit den entsprechenden Ausdrücken für C^x.j^l,, . . ., C^l) _ 
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ergiebt sich C^^f / als lineare homogene Function von 

Wenn y>e(^)+...+e(*^) ist, wo a^^, ..., a^'^^^^, a(^'5) = a» die in der Reihe 
ß«^ a^*^— 1, «^•^—2, ... vorkommenden Grössen a\ ..., o^*"^ sind, so enthält 

die Reihe a^'^-x, a^'^-x-l, ... (;? > 0) die Grössen o^'«^, ..., o^'^^, wo 

y<CcJ ist, weil a^*^ = a^'^^ fehlt; die Zahlen r—l^ ..., y— p sind wegen 

Q^ef^ nicht kleiner e^*'^H [-6^*^^ und es ist der Voraussetzung nach 

C^-,..-x = 0, . . , Cc«_^^_^ = 0. Folglich ist (/£) = 0. 

Wenn noch gezeigt wird, dass der Satz für das Gewicht a auch 
dann gilt, wenn die Zahlen a— 1, a— 2, ... nicht in der Form 






darstellbar sind, also nicht als Gewichte auftreten können, so folgt aus dem 
Vorangehenden seine allgemeine Gültigkeit. Für Grössen a von dieser Be- 
schaffenheit wird die Formel (3.) 

Wenn a von a^^ verschieden ist, ergiebt sich hieraus Q^" '^ = 0, falls Cf^yYi = 

und C^^^^^ = ist. Für p = 1 und v^^v^ wo v den grössten mit dem Ge- 
wicht a verbundenen Rang bedeutet, schreibt sich die Formel (3.) 

r (0^ . ( (•)^ 

aus (K^ ^ = folgt nach dem vorhergehenden Q"^ ^ = 0. Im Falle a = a^^ 

lautet die Formel (3'.) 



= (''+i)cSl+c$lr^. 



Aus derselben ergiebt sich 

r (0^ 

esistQ;^^ = für v>q-1, also jedenfalls für i/>c^*^-l; die Reihe 
af^y a^*^— 1, ... enthält der jetzigen Annahme nach nur die einzige Grösse 
a^'\ und da (^^^^ für v^e^^ verschwindet, so ist der Satz für a=^d^ be- 
wiesen, falls keine der Zahlen a^*^ — 1, a^'^— 2, ... eine Gewichtszahl ist. 



126 Hörn, über die Rethenentioickelung der Inlegrak von DifferentialgUichungeH. 



Ist 



a<*^ = /Mj+a^*'', 



a 



(W _ 



= fh+a'^". 



w 



a'*^ = /ia+o''-'' 



a = fi+a "^ , 
wo ;a2, . . ., /u^ und /x ganze positive Zahlen sind, während die Reihe a, 

o—l, a— 2, ... ausser a^''\ ..., a^*^^ keine weiteren Zahlen a^*^ enthält, so 
kann die Reihe für y« nur die folgenden Glieder vom Gewicht a ent- 
halten : 

x% x«(-logar), . . ., x«(-log(r/^-^'^'^+-^^^''^^-^; 

dagegen kommen Glieder vom Gewicht a überhaupt nicht vor^ wenn a 
nicht die Form /Ji+a^^ hat. Bei Systemen linearer Differentialgleichungen 
wird demnach das Auftreten von Logarithmen nur bedingt durch Beziehungen 
von der Form o^'^ = p+a^*^ (p ganze positive Zahl). 

Hat das Differentialgleichungssystem die allgemeinste Gestalt 



(l^) 



dyj^i) 



X 



X 



dx 

dy (.) 
^ 

dx 



e» — 






(o, = 1, ..., e(0) 



(«) 



= ö^'^ (O+y w + i: 2 ö ci) ,^'»A. (e» = » *?0 



'e« 



'f.-i ^=1 «>:i "e^"^ 



(t = l, ..., r) 



so erhält man dasselbe Resultat, wenn man nur unter e^*^ die grösste der 
Zahlen ef^ 62*\ • • • versteht. 

Auf eine genaue Untersuchung der Reihenentwickelungen für Systeme 
linearer Differentialgleichungen soll hier nicht eingegangen werden (vgl. 
Math. Ann. Bd. 39, S. 391 ff.). 



§9. 
Wir betrachten jetzt die Differentialgleichung «ter Ordnung 



(10 



X 



^y 



^ , d^-^y , du 



+-^^'*i-'^n^* ?"'••• l,^'*"' rf^«-i ; 



(« = 1, *1 



»« = 0; x+*,+ ...+*- ^ 1) 
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unter der Voranssetzang, dass die Gleichung 

(2.) «(«— 1)...(«— fi+1) = Ci«(«— 1)...(«— w+2)H hc»«i«+c^ 

mehrfache Wurzeln besitzt, etwa die c'-fache Wurzel a', . . . , die c^'^^-fache 
Wunel a^^'K Dann hat die Determinante J{s) des Systems (3.), § 5, durch 
welches die Differentialgleichung (1.) ersetzt werden kann, die Elementar- 

theiler («— a')*', . . ., («— o^'^^)*^'^^ Die reellen Theile von o', . . ., o^"*^ seien 
positiv, diejenigen von o^"*+^^, . . ., a^^^ negativ oder Null. Zwischen a', ..., o^*"^ 
mögen wie in § 7 beliebige Beziehungen bestehen, und es seien die Zahlen 
y, . . ., y^"*^ wie dort bestimmt. Dann wird die Differentialgleichung (1.) 
nach § 7 durch eine Reihe 

\^') t/a — -^^Mii,-.ii«^.«,iml,-M^.^^(«)^ ^11 •••M*' •••«ml •'•««^(m) i 

/.^ = X^'^'^-lOga?/'^-*-^-' (< = l,....m; e = l,...,.(0) 

befriedigt, welche von c'H 1-«^"*^ willkürlichen Constanten abhängt und flir 

hinreichend kleine Werthe von |a?|, |<,i|i • • • convergirt. Wir setzen 



(4.) 



A=l 0=1 
m 






wir nehmen; an, dass sämmtliche Glieder der Reihe (3.) vom Gewicht a 
und vom Rang v in ein einziges C^^yaf^—logxy zusammengefasst seien, so 
dass wir eine Reihe 

(5.) y = 2C^rX\^logxy 

haben, deren Coefficienten direct aus der Differentialgleichung (1.) berechnet 
werden sollen. Unter Anwendung derselben Bezeichnung wie in § 5 er- 
halten wir die Recursionsformel ((10.), § 5) 

(6.) -^(a)C,, = i(-ir'-^^*X«)A(^+&)C,,^*+G^.(C-,-), 

wobei 

Ca. = 2A,^,^J-(a)f.(a)...C-,C..... 

gesetzt ist. Eine Abänderung der früheren Rechnung tritt nur für a = a^^ ein. 
Jetzt ist a = o^'^ eine c^'^-fache Wurzel der Gleichung z/(a) = 0; man hat also 
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und die Formel (6.) wird für a = a^*^ 

(6'.) = i (-i)*-*^^*X»^'')A(»'+*)C(.w,+G ».,; 



für 1/ ^ y(0 Tp^fl G^^.^ ^ — und die Formel gegenstandslos ; aus Formel (6'.) 
für y = 0, 1, ..., r^^—l berechnet man C^(o,(oi • • •? C?^(o,v(o+,(o_i? während 
die c^'^ Grössen 

willkürlich anzunehmen sind. 

Z)tß aus der Differentialgleichung 

gebildete Gleichung nten Grades 

Ao6c die e^^- fache Wurzel a^^ (i = 1, • . ., 0- Zwischen den Grössen a, . . ., d"'^, 
deren reelle Theile positiv sind^ während diejenigen eon a^'^'^^\ . . ., a^**^ negcUiv 
oder Null seien, mögen beliebige Beziehungen bestehen, aus welchen die Zahlen 
v\ . . ., v^""^ wie in § 7 ermittelt seien. Dann wird die Differentialgleichung y 
wenn man 

setzt, durch eine Reihe 

befriedigt, welche e'-] f-ß^'"^ willkürliche Grössen enthält und für hinreichend 

kleine Werthe von \x\, \tii\, ... convergent ist, 

Charlotteuburg, 1. August 1895. 
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lieber die Reduction algebraischer Systeme 

auf die kanonische Form. 

(Von Herrn Kurt Hensel.) 



Jj8 sei y eine algebraische Function nter Ordnung von x und 
Vii ^2? ••.! Vn ihre n conjugirten Werthe; ferner bedeuten 

yco y(2) ^ y(«) 

n beliebige rationale Functionen von x und y und es mögen allgemein 
yi^i y|'\ ..., Yjt^ die « conjugirten Werthe sein, welche ]man erhält, wenn 
man in Y^^ y der Reihe nach durch yi , ^2 , . . . , y» ersetzt. 

In einer soeben veröffentlichten Arbeit*) habe ich die algebraischen 
Systeme 

y(i) v(2i y(») 

(1.) s=(n«)=|^"^ »'^'•'''•••' ^i"' 

y(i) yc^) vin) 

untersucht und nachgewiesen, dass ihre Elementartheiler ei(x\ e^^x)^ . .., e„(x) 
sämmtlich sog. Wurzelfunctionen sind, dass sie nämlich aus Producten von 
Linearfactoren (x—af bestehen, deren Exponenten positive oder negative 
rationale Brüche sind. 

Es sei nun allgemein: 

d,ix) = (Y\^\ rj'\ ..., Yl:^) (.= 1.2....,.) 

der grösste gemeinsame Theiler der n zu K^*^ conjugirten algebraischen 
Functionen, so dass also: 

(2.) Yi'^ = rf,(x).Z{*> uA = i,2 „) 

gesetzt werden kann, und die n conjugirten Functionen (Z}*\ Z^*\ . . . , Z^*^) 



*) Ueber einen neuen Fundamen talsatz in der Theorie der algebraischen Functionen 
einer Variablen, dieses Journal Bd. 115, S. 254 — 294. 

Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 2. 17 
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ganze algebraische Functionen ohne gemeinsamen Theiler sind, so sind, 
wie a. a. 0. dargelegt wurde, auch diese n Theiler {d^(x)^ ..., d^x)) Wurzel- 
functionen von x; ersetzt man nun die Elemente des Systemes (Yi^) durch 
ihre in (2.) gegebenen Ausdrücke, so ergiebt sich die Compositionsgleichung: 

(3.) (Yn = (Zj:^)id,(x)l 

wo 

(d,(x), 0, ..., 
0, rf,(a?), ..., 
0, 0, ..., rf„(x) 

dasjenige Diagonal System bedeutet, dessen Diagonalelemente jene n Theiler 
(di(a:), ^2(0:), ..., d„(x)) sind. 

Da somit das zu untersuchende System (^^'0 ^^^ dem Diagonalsystem 
{di(x)) durch Composition mit dem ganzen System (Zj*^) hervorgeht, mithin 
ein Vielfaches von jenem. System ist, so sind auch nach einem wichtigen 
Satze der Determinantentheorie*) die Elementartheiler von (Ki*^) Vielfache 
der entsprechenden Theiler des Diagonalsystemes {di(x)). 

Von besonderer Wichtigkeit ist nun der Fall, wo sich das System 
(Zi'^) auf ein Einheitssystem reducirt, wo also seine Determinante 

eine von Null verschiedene Constante ist. In diesem Falle ist nämlich 
auch umgekehrt (rf,(a?)) ein Vielfaches von (Y^*^)^ d. h. das algebraische 
System (Yj^^) ist dem Diagonalsysteme {di(x)) von Wurzelf unctionen äqui- 
valent, und besitzt somit dieselben Elementartheiler, wie dieses. Ein solches 
System habe ich in der oben erwähnten Arbeit ein kanonisches genannt, 
und habe dort auch schon den wichtigen Satz ausgesprochen, dass jedes 
algebraische System (Y^*^) rational in ein äquivalentes kanonisches System 
transformirt werden kann ; jedoch habe ich a. a. 0. den Beweis nur für den 
Fall gegeben, dass man sich auf die Untersuchung einer einzigen Stelle 
(x == a) beschränkt , dass man also nur die Potenzen des zugehörigen 
Linearfactors (x—a) betrachtet, welche in den n Elementartheilern enthalten 
sind. Ich will in dieser Arbeit den vollständigen Beweis dieses Satzes mit- 
theilen, und zu diesem Zwecke aus dem früher gegebenen Beweise die- 



*) Ein einfacher Beweis dieses Satzes findet sich in meiner Arbeit im 114. Bande 
dieses Journals S. 109 — 115. 
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jenigen Schlüsse in einer einfacheren und weiter gehenden Fassung recapi- 
tuliren, welche für das Folgende von Wichtigkeit sind. 
£b sei x^ a eine beliebige Stelle und 

die Potenzen des zu a gehörigen Linearfactors («— a), welche bezw. in 
rfi(a;), d2(x)y . . ., rf«(a?) enthalten sind, welche also aus der ersten, zweiten, 
..., «ten Colonne des Systemes (Ki*0 durch einfaiüie Division entfernt 
werden können. Ich. denke mir die n Functionen (K^*^, ..., 7^"^) von vom 
herein so geordnet, dass die rationalen Exponenten Ji, (Jj, . . ., ^n ihrer 
Grösse nach auf einander folgen, dass also allgemein d^^di^^ ist Dann 
ist jede Unterdeterminante einer beliebigen /ten Ordnung von (yi'O min- 
destens durch die Potenz (x—a) '"*" ^'^'"^ ' theilbar, weil ja diese oder eine 
noch höhere Potenz von {x—a) aus ihren Verticalreihen herausgehoben 
werden kann. Ist also A der grösste gemeinsame Theiler aller Unter- 
determinanten /ter Ordnung und (x— a) ' die in ihm enthaltene Potenz von 
(x— o), so ist stets: 

Ist nun zunächst für einen bestimmten Werth von / Ji=.d^'\ [-<^/, so ist 

der aus den / ersten Functionen (7^^^,..., F^'^) bestehende Theil des 
Systemes (7^^^ ..., 7^"^) bereits kanonisch, in Bezug auf die Stelle a, denn 
dividirt man die / Verticalreihen der zugehörigen Matrix 

der Reihe nach durch die Potenzen (x—df^ ..., {x-'a)\ so hat die so 
sich ergebende Matrix 

für die Stelle a den Charakter eines Einheitssystemes, weil ihre Elemente 
in Bezug auf jene Stelle ganz, und weil ihre Unterdeterminanten der 
höchsten Ordnung nicht mehr sämmtlich durch eine positive Potenz von 
(x—a) theilbar sind. 

Ist demnach für alle Werthe von / ^/^ = (^1 + •••+(?,, so ist das ganze 
System in Bezug auf die Stelle a kanonisch; soll dies also nicht der Fall 
sein, so muss für einen jener Exponenten, etwa für J^ 

^r > t)l + J2 + - + (^r 

17» 



(JL - 1, 2, . . . , n) 



Il 

I 
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.3llL 



sein, während für alle früheren z/, = (TiH yd^ ist. Besteht nun diese Uu 

gleichheit für J^, so kann man, wie a. a. O. S. 271 — 274 gezeigt ward 
r— 1 ganze rationale Functionen ai(x), OaC^?), ..., Or-iC^p) von x so he 
stimmen, dass die Function 

nehst ihren conjugirten ( y f '^^ . . . , 7^*^^) durch eine Potenz (x—a)'' theilha 

ist, deren Exponent ^r grösser ist als d^. Ersetzt man nun in dem System 

(y^*^ ..., y^">) y^*-^ durch Y^'\ so ist also S,+'"+d,^,+dr>d,+'"+dr^, + d, 

ist auch für dieses noch Jr>^i'] h^ry so kann man auf y^*^ ..., Y^'"^^^y Y^* 

genau das vorhin beschriebene Verfahren wieder anwenden und hiermit 8( 
lange fortfahren, bis man ein System erhält, dessen r erste Element 
kanonisch sind. Ordnet man dann dieses System wieder nach der Grössen 
folge der zugehörigen Exponenten und wendet dasselbe Verfahren auf di( 
so erhaltene Matrix an, so erhält man schliesslich ein äquivalentes System 
dessen Elemente in Bezug auf die Stelle a sämmtlich kanonisch sind. Di 
dasselbe Verfahren offenbar auch auf ein beliebiges System von rationa 
unabhängigen Functionen y^^^, ..., y^"^ anwendbar ist, deren Anzahl i 
gleich oder kleiner als n ist, so kann das bis jetzt gefundene Resulta 
folgendermassen ausgesprochen werden: 

Ist (y^*^, ..., y^*'^) ein beliebiges System von v rational nnabhän 

gigen Functionen von (x^y) und sind (a;— a)*\ (x—ay\ ..., (x—a)' 
die Potenzen eines gegebenen Linearfactors, welche in den v Ele 
mentartheilem der zugehörigen Matrix 



(yn 



»= 1, 2, ..., y 



/i=l 
^*=1 



» ""1 • • • 1 



enthalten sind, so kann man das System (y^*^, ..., y^^O in eii 

äquivalentes kanonisches System (Y^^\ . . ., y^"^) transformiren, dessei 
Elemente der Äeihe nach durch jene Elem entartheiler (x— a)'', ... 

Qc—af'' algebraisch theilbar sind. 
Es sei nun (Y^^^^ y^%..., y^*^^) ein algebraisches System von v Ele 
meuten, welches bereits in Bezug auf eine Anzahl von Stellen 



a 



a 



11 



a 



(c) 



kanonisch ist, so stelle ich mir jetzt die Aufgabe, dasselbe so umzuformen 
dass es ausser für diese noch für eine weitere Stelle x = a kanonisch werde 
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kanonisch ist, denke ich mir seine Elemente wieder von vorn herein so 
geordnet, dass die Exponenten <Ji, cTj, ..., ^r der in F^*^, ..., Y^"^ ent- 
haltenen Potenzen von (x—a) ihrer Grösse nach auf einander folgen. Ist 
dann wieder r der niedrigste Index, für welchen 

für welchen also alle Determinanten höchster Ordnung der aus den Elementen 

( Yr> _1lLJ\ 

gebildeten Matrix für o; = a sämmtlich verschwinden, so gilt genau dasselbe 
von der Matrix: 

denn ihre Determinanten rter Ordnung unterscheiden sich von den ent- 
sprechenden der vorigen Matrix nur um den flir a: = a nicht verschwinden- 
den Factor (@(a;)y""\ Nach dem im Anfange dieser Arbeit bewiesenen 
Satze kann man also auch für diese zweite Matrix r— 1 ganze Functionen 
Ol, Os, ..., ttr^x so finden, dass die Functionen: 

durch eine höhere Potenz von (x—a) als die (T,.-te theilbar ist, und nach 

der oben gemachten Bemerkung enthält Y^''^ genau dieselben gebrocheneu 
Potenzen von {x — a')^ ..., (o: — a^^^) wie Y^'^^. Das neue System 

(Y^'\ . . ., Y^'\ . . ., y^^O ist also in Bezug auf die q ersten Stellen (a', . . ., a^^^) 
ebenfalls kanonisch, enthält aber den Linearfactor (x—a) öfter als das ur- 
sprüngliche System; man gelangt daher durch Fortsetzung desselben Ver- 
fahrens zuletzt zu einem auch in Bezug auf die Stelle a kanonischen 
Systeme. Formt man also das System in der hier dargelegten Weise in 
Bezug auf alle Stellen um, für welche es noch nicht kanonisch ist, und 
beachtet dabei, dass die Anzahl aller jener Stellen offenbar endlich ist, so 
erhält man zuletzt ein für jede Stelle kanonisches System. 

Ist also (F^*^, y^^^, ..., y^"^) ein beliebiges unabhängiges System 
algebraischer Functionen, welche einem beliebigen Körper »ter Ordnung 
angehören, so kann man dasselbe durch eine umkehrbare Substitution 

yc'^ = -2'ö,,(.T)y^^> 

mit ganzen Coefficienten in ein kanonisches System (F^*^, ..., K^"^) Irans- 
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formiren. Sind dann rf^, . . ., d^ die grössten in den algebraischen Func- 
tionen jenes Systemes enthaltenen Wurzelfunctionen , so kann aus den 
Colonnen der zugehörigen Determinante | Y^^ \ das Product d^-di. . .d^ 
durch einfache Division herausgehoben werden, und die übrigbleibende 

v(0 



Determinante 



di(x) 



reducirt sich auf eine von Null verschiedene Constante. 



(4.) 



Besonders einfach gestaltet sich die hier für beliebige ganze oder ge- 
brochene Systeme durchgeführte Untersuchung in dem wichtigen speciellen 
Falle, dass das vorgelegte System das folgende ist 

(1, ». y\ •.-, »""') 
und y eine beliebige ganze algebraische Function von x bedeutet. Hier 
gilt nämlich der folgende allgemeine Satz: 

Sind jB„(a:), Ei(x), . . ., E„_i(a;) die n Elementartheiler des ganzen 
algebraischen Systemes 

(1t yi> y% •• M yr'). (.=i, i,....n, 

so kann man stets n ganze Functionen von y 

mit ganzen Functionen von x als Coefficienten so bestimmen, dass 
A»(y)? A(y)i •••7 fn-i(y) der Reihe nach durch die Elementartheiler 
£o(aj), Ei(x)^ ..., E^_i(x) algebraisch theilbar sind, und dass sich 
also die Determinante des ganzen algebraischen Systemes 

auf eine von Null verschiedene Constante reducirt. 
Die Richtigkeit dieses Satzes für die erste Function /(,(y) = 1 ist 
evident, weil offenbar auch der erste Elementartheiler des Systemes 
(1? yo •••? y?""*) d* h- der grösste gemeinsame Theiler aller seiner «^ Ele- 
mente offenbar gleich Eins ist. Um ihn daher allgemein zu beweisen, 
nehme ich an, die r ersten Functionen ^, /i, ..., A^, seien bereits in der 
verlangten Weise so bestimmt, dass sie bezw. durch E^^ £i, ..., JB^_i theil- 
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bar sind, und zeige, dass und wie man dann ^ gleichfalls finden kann. 
Wählt man nun für die «— r letzten Functionen der Reihe nach 

SO sind diese ebenfalls von der in (4.) angegebenen Gestalt, jede von ihnen 
ist mindestens durch £^.i, und ist auch durch die vorhergehende theilbar. 
Also sind in diesem Systeme 

/Ol • • »1 /r— 1? yfr-l^ • • '? y fr—l 

die in ihnen enthaltenen Theiler für jeden Linearfactor (x—a) nach der 
Grösse ihrer Exponenten geordnet, und man kann daher auf dem oben an- 
gegebenen Wege eine Function 

SO bestimmen, dass das System (fi}'ffu.."ifr^i^fr) ei» kanonisches ist, und 
zwar ist die in fr enthaltene Wurzelf unction sicher ein Vielfaches des 
Theilers von fr^i. Fährt man nun in derselben Weise fort, so gelangt 
man zuletzt zu einem kanonischen System (/;,, /i, . . . , /„-i) der oben an- 
gegebenen Art, von deren Theilern £0, ^i? •••) ^»-1 jeder ein Vielfaches 
des vorhergehenden ist; jene Theiler sind daher in der That die Elementar- 
theiler des Systemes (/i(y*)) o^^r des mit ihm äquivalenten Systemes 
( l,y„y -,..., yp^) und damit ist dieser Satz vollständig bewiesen. (Vgl. 
auch die Arbeit des Herrn K. Fischer in diesem Bande des Journals). 

Das so gefundene System von algebraischen Functionen eines Gat- 
tungsbereiches ist von fundamentaler Bedeutung für alle Fragen in der 
Theorie der algebraischen Curven und algebraischen Functionen, denn 
mit seiner Hülfe kann die Untersuchung der Singularitäten aller Curven 
jener Klasse, sowohl die der Doppelpunkte als die der Verzweigungspunkte 
ohne jede weitere Ueberlegung allein auf die trivialen Singularitäten jener 
n Wurzelfunctionen ^0(0:), Ei(a:), . . ., Eh(x) reducirt werden. Aus ihnen 
kann man ferner unmittelbar ein Fundamentalsystem für den Gattungs- 
bereich oder Körper der rationalen Functionen von x und y finden. Ist 
nämlich allgemein [E(xy] die grösste rationale Function von x, welche in 
der Wurzelfunction E(x) enthalten ist, so bilden die n Functionen 

ein Fundamentalsystem für jenen Bereich und zwar ein kanonisches Fun- 
damentalsystem, denn dasselbe ist ein kanonisches System ganzer algebraischer 
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Functionen des Bereiches, dessen Elementartheiler mit denen des Diagonal- 

systemes \twt) zusammenfallen, also reducirte Wurzelfunctionen in dem 

Sinne meiner Arbeit im 115. Bande dieses Journals sind. (Vgl. a. a. 0. 
S. 256.) 

Die Elementartheiler £o? ^n •••? ^n-\ des Systemes (1, y„ ...,yr~0 
können noch in einer anderen Weise definirt und hieraus eine interessante 
Eigenschaft derselben abgeleitet werden. Ist nämlich 

irgend eine ganze Function rten Grades von y mit ganzen oder gebrochenen 
Coefficienten 6i, . . ., br und ist Er(x) der grösste gemeinsame Theiler 
der n conjugirten Functionen (fXyO^ frd/T)^ » • "> frCVn)) also mit anderen 
Worten die grösste in /).(y) enthaltene Wurzelfunction , so ist -E^(ar) noth- 
wendig ein Divisor des Elementartheilers Er(x). Vergleicht man nämlich 
die beiden Systeme von gleicher Determinante 

80 tritt aus den Colonnen der ersten der Factor £„...£^...£„.1, aus denen 
der zweiten £o--.^r««-^«-i heraus und die Determinante des zweiten Systemes 
ist jenem zweiten Producte genau gleich. Setzt man also die Determinanten 
beider Systeme einander gleich, so ergiebt sich: 

wp jp wp rt C' w? j? 

also 

Er 

wo G eine ganze algebraische Function bedeutet. Da nun E^ selbst die 
grösste in der Function ^(y) enthaltene Wurzelfunction ist, so kann dieses 
Resultat auch so ausgesprochen werden: 

Der Elementartheiler E^x) des Systemes (1, y„ ..,^.""0 ist das 

kleinste gemeinsame Vielfache derjenigen Wurzelfunctionen, welche 

in allen Functionen rten Grades 

mit ganzen oder gebrochenen Coefficienten enthalten sind. 
Aus dieser Eigenschaft der Functionen Er{x) folgt nun unmittelbar 
der folgende merkwürdige Satz: 

Journal für Mathematik Bd. CXVII. Heft 2. 18 
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Sind E^ und Ej, irgend welche Elementartheiler des Systemes 
(1, y, ...,y""^), so ist der Elementartheiler ß^+i stets durch das 
Product E^.Ej, theilbar. 
Oder allgemeiner: 
Jeder Quotient 

ist stets algebraisch ganz, also der Zähler ist durch den Nenner 

theilbar. 

Ist zunächst A-f A-| h/^ «, so ist der Satz selbstverständlich richtig, 

weil die auf -E,_i folgenden Elementartheiler des Systemes «ter Ordnung 
sämmtlich gleich Null sind. Um die Richtigkeit desselben Satzes für 
h+k-\ |-/<w einzusehen, braucht man nur das Product: 

A(»)A(»).../;(y) 

zu bilden, denn dieses ist eine ganze Function des Grades (A+&H hO 

von y, in welcher der Coefficient der höchsten Potenz von y gleich Eins 
ist, und welche mindestens durch das Product Ef,(x).Ej,(x),..Et(x) theilbar 
ist; hieraus folgt nämlich sofort, dass der Theiler Ef,^j^^.,._^^(x) ein Vielfaches 
jenes Productes sein muss. 

In seiner schönen Abhandlung „über die Discriminante algebraischer 
Functionen einer Variablen" (dieses Journal Bd. 91 S. 301 — 334, L KroneckerB 
gesammelte Werke Bd. II S. 193 — 236) hat Kronecker eine Anzahl von 
Resultaten hergeleitet, von denen die hier bewiesenen Sätze eine wesentliche 
Verallgemeinerung sind. Kronecker kennt und betrachtet nur die algebraische 
Theilbarkeit einer algebraischen Function f(y, x) durch eine rationale ganze 
Function N(x) von x allein, aber nicht ihre Theilbarkeit durch eine Wurzel- 
funclion von x, und der Zielpunkt seiner Untersuchungen ist die Aufstellung 
eines Systemes F,„ Fi, . . ., F„_i von ganzen Functionen vom Oten, Iten, . . ., 
(fi— l)-ten Grade, flir welche jene rationalen Theiler von möglichst hohem 
Grade in x sind. Auf diese Weise kann er also nicht die Elementartheiler 
Ei{x) des Systemes (1, y„ . . ., yp*) selbst, sondern nur die in ihnen enthaltenen 
grössten rationalen Theiler [£<(a?)] erhalten, denn zur Lösung dieser weiter 
gehenden Aufgabe braucht man eben jene Erweiterung des Begriffes der 
Theilbarkeit, die in meiner vorigen Arbeit entwickelt worden ist. Ebenso 
stimmen auch die von ihm gefundenen Functionen F,(y) mit den hier auf- 
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gestellten fi(y) nicht überein, sondern sind unter ihnen enthalten, denn die 
letzteren sind nicht nur durch die rationalen Functionen [£»(a:)], sondern 
durch die Wurzelfunction Ei(x)^ also durch Vielfache von jenen theilbar; 
ausserdem beweist er nur die Existenz der von ihm benutzten Functionen, 
ohne aber ein Verfahren zu ihrer Herleitung anzugeben. 

Dadurch dass Kronecker die Elemente seines Systemes (Fo, F^ •.., F««i) 
durch die in ihnen enthaltenen rationalen Functionen [£ü], [EJ, . . ., [E^^i] 

dividirt, gelangt er zu einem reducirten System (-tfV? TgV» • • •? [e'~\ ) ^ 

welches ein Fundamentalsystem fUr den Bereich &(x, y)^ dessen Discriminante 
also die Gattungsdiscriminante von ®(x, y) ist, und hierdurch gelingt es ihm 
zwar, die Untersuchung der Doppelpunkte von der der Verzweigungspunkte 
der zugehörigen Ajemanitschen Fläche zu trennen, aber er erledigt nicht 
die Frage nach jenen Verzweigungspunkten selbst, denn diese fällt eben 

JE» /^\ 

mit derjenigen nach den Elementartheilern ^^^ L der Gattungsdiscriminante 

zusammen*), welche bei der Kronecker^chen Auffassung überhaupt gamicht 
aufgeworfen werden konnte. 

Berlin, den 12. November 1895. 



*) Vgl. meine Arbeit „Ueber die Ordnungen der Verzweigungspunkte einer Rie- 
mannschen Fläche**. Sitzungsberichte der Berliner Akademie v. J. 1895 S. 933 — 943. 
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lieber das Fundamentalsystem und die Discriminante 

der Gattungen algebraischer Zahlen, 
welche aus Wurzelgrössen gebildet sind. 

(Von Herrn Georg Landsberg in Heidelberg.) 



In der Theorie der Gattungen algebraischer Zahlen steht an vorderster 
Stelle die Bestimmung des Fundamental systemes und der Discriminante. 
Während aber im allgemeinen Falle die Lösung dieser Aufgabe eine grosse 
Anzahl complicirter und schwer durchführbarer Operationen erfordert, so 
lassen sich bei denjenigen Gattungen, welche aus reinen Gleichungen her- 
vorgehen, die Kriterien des Fundamentalsystemes in eine sehr einfache und 
durchsichtige Form setzen. Diesen Fall behandeln wir im Folgenden; die 
Untersuchung dürfte auch darum einiges Interesse bieten, weil die Ab- 
weichung, welche die Theorie der algebraischen Zahlen gegenüber der in 
dieser Hinsicht einfacheren Theorie der algebraischen Functionen zeigt, 
hier besonders deutlich zum Ausdruck kommt. 

Vorausgeschickt werde die folgende Bemerkung. Wenn in einer 
ganzzahligen algebraischen Gleichung: 

(1.) F(x) = x'^-CiX-'-^ + Caa;'»-'.- ±c„ = 0, 

deren Wurzeln die ganzen algebraischen Zahlen fi, $2, . . ., §^ sein mögen, 
die Coefficienten Cj, Cj, ..., c, nicht sämmtlich durch eine reelle Primzahl /i 
theilbar sind, so haben die n+1 Zahlen: 

keinen gemeinsamen Theiler, weder einen wirklichen noch einen idealen. 
Denn ist c^ nicht durch p theilbar, so kann man zwei ganze Zahlen r und s 
so bestimmen, dass 

ist, und es lässt sich also die Eins und folglich jede ganze algebraische 
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Zahl linear and homogen durch p, Su S21 • • -9 l» mit ganzen algebraischen 
Zahlcoefficienten darstellen*). 

Wenn aber c^, c,, ..., c. sämmtlich durch die Primzahl p theilbar 
sind, so haben fi, ^29 • • m ^n ^^^ einer beliebig hohen Potenz von p einen 
Theiler gemein, welcher einer Potenz von p mit gebrochenem Exponenten 
äquivalent ist**). Bildet man nämlich die Gleichung, welcher die n Zahlen 

-T- genügen: 

(2.) a>'—^x'-^ + ^x'-^-...±p = 0, 

so sind ihre Wurzeln dann und nur dann ganze algebraische Zahlen, wenn 

Cm- 

die Coef&cienten — ;y ganze Zahlen sind. Erscheint also die Primzahl p 
i. den Prim»>Uz/rlegn.M;eQ der Cefficienten 

resp. mit den Exponenten 



^17 ^2? • • •) ^n 



behaftet und wählt man d gleich der kleinsten der Zahlen 



a. or. On 



I **8 

' 1 • • . s , 






80 ist jede der Zahlen Su ^21 • • ., Sn durch p^ theilbar, und wenn J = 

ist, so ist -j^ eine ganze rationale Zahl, welche nicht mehr durch p theil- 

bar ist. Also giebt es, analog wie vorher, zwei ganze Zahlen r und s, 
80 dass 

ist, woraus hervorgeht, dass die ganzen Zahlen -^, -|^, . . ., -^ und die 

Primzahl p keinen gemeinsamen Theiler mehr haben. Die so ermittelte 
gebrochene Potenz von p kann passend als „e/er grösste gemeinschaftliche 



*) Vgl. für diese Begriffsbestimmulig eines Systemes von Zahlen ohne gemeinschaft- 
lichen Theiler Dirichlet-Dedekindy Zahlen theorie, 4. Aufl. § 174. 

•*) Die Theilbarkeit durch gebrochene Potenzen eines Primfactors wurde in der 
Theorie der algebraischen Functionen zur Grundlage der Untersuchung gemacht durch 
Herrn Hensel; s. insbesondere dessen Arbeit: Ueber einen neuen Fundamentalsatz in der 
Theorie der algebraischen Functionen einer Variablen. Dieses Journal Bd. 115, S. 2ö4. 



142 Landsberg, über Fundamenialsysteme. 

Theüer von n conjugirten Zahlen li, Is, . . ., §^ nach dem Modul p^ bezeichnet 
und soll 

geschrieben werden. Dann stützen wir nns im Folgenden auf den Hülfssatz : 
Wenn der grösste gemeinschaftliche Theiler von fi, g^^ • • m ^n ''^'^^ 
dem Modul p gleich p^ ist, so ist für jede ganze Zahl r der grösste gemein- 
schaftliche Theiler von §[^ ^29 • • •) ^» f^ch dem Modul p gleich p""^. Es ist also: 

Zum Beweise bilde man die Gleichung, welcher die n Grössen ?I, ^, . . . , SI 
genügen : 

(3.) G{x) = a:"-rf,a:'-^+rf2aJ-'-— Id« = 0. 

Nun ist: 

bezeichnet man also mit co eine primitive rte Einheitswurzel, so ist: 

Setzt man in dieser identischen Gleichung x — p^x\ so wird jeder einzelne 
der r Factoren F(co^ar) durch jt?"^, die rechte Seite der Gleichung also durch 
p^^ theilbar. Folglich ist auch G(p''^x'') durch p"*^ theilbar, und da 

G(p'^x'0 = p'^^x'^-d,p^''''^'^x'^''^'^'+d2p^''''^'^x'^^-'^--^''±d, 

ist, so muss dy durch p*"^^ theilbar sein, also ist in der That jede der 
Zahlen IJ, I5, . . ., Sn durch jt?*^^ theilbar. Aus der Identität (4.) folgt aber 
auch, dass p""^ die höchste Potenz von p ist, welche in allen Zahlen 
Sil ^) • • M ^ enthalten ist. Es sei nämlich h der grösste Index, für welchen 

c^ = ^ ist, so dass also c^+i für jedes 1 aus der Reihe 1, 2, . . ., n—h durch 

eine höhere Potenz von p als p^^-^^^ theilbar ist. Führt man nun auf der 
rechten Seite der Gleichung (4.) die Multiplication aus, so findet man: 

df, = cl+2Ac^Cy^...Cg^, 

worin A ein ganzer Zahlcoefficient, g^^ g>^ . . ., gr aber irgend welche Indices 
der Reihe 0, 1, 2, ..., 11 sind, welche für jedes einzelne Glied der Summe 
der Bedingung 

gi+g2'\ — \-gr = rh 

genügen müssen. Hieraus folgt, dass wenigstens einer der Indices ^i, ^2^ • • •, 9r 
grösser als h, und dass folglich jedes einzelne der in der Summe enthaltenen 
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Glieder durch eine höhere Potenz von p als p''^^ theilbar ist, während das 
Glied cl die Potenz jt?*^*^ und keine höhere Potenz von p enthält. Es ist 
also in der That d,, genau durch jt?'^*^ theilbar, w. z. b. w. 

Wenden wir uns jetzt zur Bestimmung des Fundamentalsystem es 
und der Discriminante der durch die irreductible binomische Gleichung 

(5.) x'-a = 

charakterisirten Gattung, so beschränken wir uns auf den Fall, auf welchen 
sich die anderen ohne Schwierigkeit zurückfuhren lassen, dass ly die Ordnung 
der Gattung, eine Primzahl ist. Ist nun co eine Wurzel der Gleichung (5.), 
80 können wir zunächst aus jeder Potenz von co die grösste ganze rationale 
Zahl, welche in ihr als Factor enthalten ist, herausheben*). Bezeichnen wir 
also die grösste rationale in co'' enthaltene ganze Zahl mit [co'^], so bilden 
wir die Reihe der Zahlen: 

0) ^ ta^ ^ 01^-^ 



(6.) 5(1 — I7 ^1 — r..,i 1 ^2 — >-.«-i 7 • • •? fa-1 — 



Hiemach dürfen wir offenbar co von vornherein von allen denjenigen Prim- 
zahlen befreit denken, für welche der zugehörige Potenzexponent durch l 
theilbar ist Um nun zu entscheiden, ob diese Zahlen ein Fundamental- 
system bilden, berechnen wir zunächst ihre Discriminante ^(lo? fi? •••? f;i-i), 
d.i. das Quadrat der von den Grössen § und ihren Conjugirten gebildeten 
Determinante : 



CM o. (O^ /3_i^. W^""^ 



1, a^^, «^^-fV, . . ., a^'-'^^ 



(i^ = «', 1,2, ..., A-i) 



[w] ' ^ [oi'J ' • • •' ^ [i^ 

worin a eine primitive ^te Einheitswurzel bedeutet. Nun ist bekanntlich 

und wenn eine Primzahl p in a in der rten Potenz enthalten ist, so ist sie 
in dem Producte 



O) CM* «^"^ 



in der Potenz p^ enthalten, worin 

, = K^_,)-E(^)-£(^)-...-E(Ä^) 



*) In der analogen Aufgabe der Theorie der algebraischen Functionen ist mit der 
Reduction auf das System (6.) die Bestimmung des Fundamentalsystems vollendet, 
während hier eine weitere Reduction nothwendig werden kann. Vgl. die oben citirte 
Arbeit des Herrn Uensel. 
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ist Da aber r za A relativ prim ist, so ist 

folglich ist 

2p = r(;i-l)-(r-l)(A-l) = A-1 
von r ganz anabhängig, nnd man erhält hiernach: 

(7.) ^(fo, li, . . ., fi-0 = (-l)«^-'>^^--^>(8gn.ay-U'/7p^-^ 
worin das Prodnct über alle in a enthaltenen Primzahlen p zu erstrecken 
ist. Vorausgesetzt nun, dass die Zahlen ^u? ^n • • m ^a-i ^^^^ Fundamental- 
system der Gattung bilden, so handelt es sich darum, alle diejenigen Prim- 
zahlen q zu finden, für welche die l conjugirten Congruenzen: 

(8.) ttüS)+Wi«^li+M2«^^?2H h«i-i«^^"^^^fA-i^O (mod.gr) (1^ = 0,1,..., ^-i) 

durch ganze rationale Zahlen u befriedigt werden können, welche nicht 
sämmtlich durch q theilbar sind. Eine derartige Primzahl q muss offenbar 
in der Discriminante ^(lo, li, ...,^2-1) enthalten sein; es sind also nur die 
in a aufgehenden Primzahlen p und die Primzahl X zu untersuchen. 

Ist nun p zunächst eine in a enthaltene und von X verschiedene 
Primzahl, so folgt aus den Congruenzen (8.), wenn man sie mit a"^* multi- 
plicirt und über g von bis ^—1 summirt, dass auch AwaIa durch p theil- 
bar sein muss. Die n Congruenzen 

i«£ü5o^=0, ifiili=^0, ifi2l2^0, . . ., Xux-i^x-i^O (mod.p) 

können aber, da die Grössen ^^ iinr noch durch echt gebrochene Potenzen 
von p theilbar sind, durch ganze rationale Zahlen allein in der Weise be- 
friedigt werden, dass die Uf, sämmtlich durch p theilbar sind; folglich bilden 
die ^f, bereits rücksichtlich dieser Primzahlen p ein Fundamentalsystem, 
und die Gattungsdiscriminante enthält dieselben Primzahlen in gleich hoher 
Potenz wie die Discriminante J. 

Die Primzahl X erfordert aber andere Hülfsmittel der Untersuchung. 
Ist erstens a durch X theilbar, so beweist man leicht, dass dann die Zahlen 
^ auch rücksichtlich der Primzahl X ein Fundamentalsystem bilden. Ent- 
hält nämlich a ^ in der rten Potenz und bestimmt man s durch die Con- 
gruenz rs^\ (mod.i), so enthalten die Zahlen: 

(wobei die Indices nur mod.A in Betracht kommen), die Primzahl X resp. 
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in den Potenzen: 

1 2 ;-i 



i(i 2 ^ 2 ^ 2 ^ 

Um also die Congnienz: 

Wü^ü+w.l.+tt2,l2,H h%-i),^(i-i), ^ (mod.A) 

zu befriedigen, müssen successive ti,j, ti,^ tfz,^ ..., %.i)« durch ^ theilbar 
gemacht werden, woraus die Behauptung folgt 

Wenn aber zweitens a zu X relativ prim ist, so kann die zu unter- 
suchende Congruenz: 

UoSo+uJi+thS2+-'+t*i-Jx-i = (mod.A) 

durch die äquivalente Congruenz: 

Ut).l+Ui(o+U2(o^'\ hw2-i«>^"^ ^ (mod.i) 

ersetzt werden, weil die fortgelassenen Nenner zu l relativ prim sind, beide 
Congruenzen also gleichzeitig durch rationale Zahlen Uti, iii, . . ., ux^i be- 
Medigt werden können. Die letztere Congruenz ist aber wiederum, wie 
man unmittelbar sieht, völlig äquivalent der Congruenz: 

(9.) fio^l+Ui(ü}—a)+U2(o)—ay^ httA-i(">— «X"* ^ (mod.A), 

welche wir des näheren zu untersuchen haben. Bilden wir nun die Glei- 
chung, welcher die Zahl t) = w— a genügt, so lautet dieselbe: 

Da in dieser Gleichung alle Coefficienten durch l theilbar sind, so haben 
nach den früheren Bemerkungen die l conjugirten Grössen e^ €2, . . ., vi 
einen gemeinschaftlichen Theiler nach dem Modul l, und wenn man die 
Exponenten a^, a,, ..., a^ bestimmt, mit welchen die Primzahl l in den 
Coef&cienten der Gleichung erscheint, so findet man: 

und zwar gilt für «a das obere oder das untere Zeichen, je nachdem a^—a 
bloss durch iL oder auch durch l^ theilbar ist Folglich ist 

a, 1 «A-i 1 ai =z 1 



und die kleinste dieser Zahlen ist also im Falle des Gleichheitszeichens 
—, im Falle des Ungleichheitszeichens -rzr- Je nachdem also a^— « bloss 
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durch X oder durch l^ theilbar ist, ist 



(«„ f?2, . . ., in)x = i^ oder = i^ ' , 

und nach dem am Anfange bewiesenen Hülfssatze ist^ diesen beiden Fällen 
entsprechend 



«, «.;, ..., vx)x = k^' oder =;,^~\ 

In dem ersten Falle, wenn — y — zu l relativ prim ist, schliesst man jetzt, 

ganz wie vorher, dass die Zahlen 

(10.) 1, «-a, (cü-a)^ . . ., (co-a/-^ 

ein Fundamentalsystem für den Modul l, also loi ^n • • m ^;i-.i ein absolutes 
Fundamentalsystem bilden. Ist aber a^—a durch i^ theilbar, so ist (co— a)^""* 
durch l theilbar, daher wird das System (10.) reducirbar und an seine 
Stelle muss das System treten 

(11.) 1, co-ö, («.-.a)^ . . ., (co-.a)^"^ ^"""f , 



dessen Discriminante 

(*= 1,2,..., l) 






'h 



nur noch den Factor X^~^ enthält. Erwägt man noch, dass in der letzten 

1 
Determinante die 2te, 3te, . . ., (i— l)-te Colonne resp. die Factoren i^"\ 

2 A— 2 

i^"\ . . ., l^~^ haben, so folgt weiter, dass die Determinante 

2 

zu l relativ prim ist und dass also die sämmtlichen Determinanten zweiter 
Ordnung des Systemes von X Zeilen und 2 Colonnen 

(* = 1, 2,..., i) 





«i-* 


1-2 > 


X 



(^■^) 



nach dem Modul l keinen gemeinsamen Theiler haben können. Diese Be- 
merkung fuhrt aber zu dem Schlüsse, dass das reducirte System (11.) in 
der That ein Fundamentalsystem für den Modul l bilden muss. Soll näm- 
lich die Congruenz 

«„+«,(to-o)+ti,(«)-o/+-- + «i_2(tü-a/-'4-»A-i-^= — r — ^ ^ (mod.i) 
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Zur Theorie der Eulerschen Transformirten 
einer homogenen linearen Differentialgleichung 

der Fhichsschen Klasse. 

(Von Herrn Ludwig Schlesinger,) 



Jtjuler war der Erste, der die Lösung einer gewissen besonderen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung (die im Wesentlichen auf die 
Differentialgleichung der Gauss^chen Reihe hinauskommt) in der Form eines 
bestimmten Integrals 



a 



darstellte, wo | von z und x^ a, ß von x unabhängig sind und w eine 
blosse Function von x bedeutet. Ich habe in einer in den Comptes Rendus 
der Pariser Akademie vom 24. Juni 1895*) veröffentlichten Note und aus- 
führlicher in einer Arbeit**) nachgewiesen, dass sich die Lösung jeder 
homogenen linearen Differentialgleichung durch ein Integral von der Form 

(a.) jw (z> — a:)^~* dx 

A 

darstellen lässt, wo A einen geeignet gewählten Integrationsweg, vo die 
Lösung einer gewissen homogenen linearen Differentialgleichung mit eben- 
falls rationalen Coefficienten bedeutet, die sich, wenn die zu integrirende 
Differentialgleichung vorgelegt ist, unmittelbar in expliciter Form angeben 
lässt. Wir wollen diese HUlfsdifferentialgleichung, nach der Analogie einer 
von Herrn Poincare benutzten Bezeichnungsweise (Transform^ de Laplace), 
die Eulersche Transformirte der vorgelegten Differentialgleichung nennen***). 



♦) Tome 120, p. 1396. 
**) Dieses Journal Band 116 S. 97 ff. 

*••) In der interessanten Abhandlung von Herrn Meilin (Acta Societatis Fennicae 
Tome 21, Nr. 6 (1896)), die mir (am 19. Februar 1896) durch die Güte des Herrn Ver- 
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Es war (a. a. 0. Nr. IV) gezeigt worden, dass die Euler&che Trans- 
formirte einer gegebenen linearen Di£ferentialgleichang reductibel wird und 
sich durch eine Differentialgleichung von niedrigerer Ordnung ersetzen lässt, 
sofern der unendlich ferne Punkt keine Unbestimmtheitsstelle für die vor- 
gelegte Differentialgleichung ist, und dass sich die gegenseitige Beziehung 
zwischen einer Differentialgleichung und ihrer Eulerschen Transformirten 
besonders einfach gestaltet, wenn in der gegebenen Differentialgleichung 
der Grad des Coefficienten der höchsten Ableitung mit der Ordnung der 
Differentialgleichung übereinstimmt. Unter der letzteren Annahme wurde 
u. A. für eine Differentialgleichung, die der Fuchsschen Klasse angehört, 
ein Fundamentalsystem in der Form (a.) aufgestellt und die Substitution 
bestimmt, die dasselbe bei einem Umlaufe der unabhängigen Variablen um 
einen singulären Punkt erfährt. 

In der vorliegenden Note soll mit Zuhülfenahme dieser Substitutionen 
die Frage erörtert werden, wie zwei Differentialgleichungen zu einander 
stehen, deren Eti/ersche Transformirte im Sinne von Riemann*) zu derselben 
Klasse gehören; im Zusammenhange damit wird dann auch die Reductibi- 
litätsfrage eingehender untersucht und eine Anwendung der erlangten Ergeb- 
nisse auf die Tmo/-FocMammersche, und insbesondere auf diejenigen Diffe- 
rentialgleichungen gegeben, denen nach Herrn Fuchs**) die Periodicitätsmoduln 
der hyperelliptischen Integrale erster und zweiter Gattung Genüge leisten. 

Es möge gestattet sein, meine erwähnte Arbeit (dieses Journal Bd. 116) 
als „Abh.^^ unter HinzufUgung der Nummer oder der Seitenzahl des Bandes 
zu citiren. 



fassers zugekommen ist, wird (§ 8) diese Eulersche Transformirte ebenfalls aufgestellt, 
nachdem (§ 7) ähnlich wie in meinen erwähnten Arbeiten auch die Laplacesche Trans- 
formirte mit Zuhülfenahme der La^ran^eschen Beziehung zwischen adjungirten Diflferen- 
tialausdrücken hergeleitet worden ist. Meine Arbeit in Band 116 dieses Journals hatte 
eben erst die Presse verlassen, dagegen scheint die Note in den Comptes Rendus der 
Aufmerksamkeit des Herrn Mellin entgangen zu sein. 

Während der Drucklegung der vorliegenden Arbeit empfing ich (am 2. Juni 
18%) durch die Güte des Herrn Pincherle seine mir leider bis dahin unbekannt ge- 
bliebene schöne Abhandlung (Memoria della R. Accademia di Bologna, 1892, Serie Y, 
Tomo II, S. 523 ff.), worin für Differentialgleichungen der FticA^schen Klasse die Eulersche 
Transformirte aufgestellt und gezeigt wird, dass ihre Gruppe durch die Gruppe der vor- 
gelegten Differentialgleichung bestimmt ist. 

*) Gesammelte Werke, 2. Aufl. (1892), Nachlass, S. 380 ff. 
•*) Dieses Journal Bd. 71, S. 113 ff. 
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I. 

Wir gehen wie in den Nummern V — VIII der Abb, von einer Diffe- 
rential gleichang mter Ordnung der Fuchs^cihen Klasse 

(A.) DX9) = P«X^)^ + P..-^(^)^+-"+Po(x)y = 
aus, für welcbe 

k-l it=l 

ist. Die adjungirte Diflferentialgleicbung 

(A'O DUw) = 

von (A.) ist dann die jBii/erscbe Transformirte der Differentialgleicbung 

(E.) EXu) = (?,.«4l-^ + (?„.-.«^S-4-"+(?u«« = 

d. b. es ist 

(C.) Z>,((a-x)^^-) = £.((a-a-)S-'). 

Wir batten in der Abb. die Scbleifen «,„ «i, »2, . • ., s„ be- 
trachtet, die von einem regulären Punkte x = t aus um die Punkte 
a, Ol, «21 ..-, Oa der oj-Ebene berum gelegt waren, obne etwas näheres 
über den Verlauf dieser Scbleifen in der ar-Ebene festzusetzen. Da wir 
es hier mit der Betrachtung der Gesammtheit der Fundamentalsubstitutionen 
zu tbun haben werden, so ist es nöthig, die Lage jener Schleifen genauer 
zu präcisiren. Wir denken uns nämlich aus der or-Ebene die Punkte 

durch kleine Curven ausgesondert und die so entstehende mehrfach zu- 
sammenhängende Fläche durch die von diesen Punkten aus nach dem Un- 
endlichen hingelegten Querschnitte 

in eine einfach zusammenhängende zerschnitten. Die Schleife s^ möge 
dann von ^ ausgehend in der zerschnittenen Fläche bis in die Umgebung 
von Gks beziehungsweise für & = bis in die Umgebung von z verlaufen, 
dann den Querschnitt 4 ^^ positiver Richtung (d, h. vom positiven Ufer 
nach dem negativen Ufer hin) überschreiten und wieder in der zerschnittenen 
Fläche nach ^ zurückkehren. Die Bezeichnung sei so gewählt, dass wir 
die Begrenzung der durch die Schnitte 
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zerschnittenen Fläche im positiven Sinne durchlaufend, längs des positiven 
Ufers von A von Oi nach cc, dann längs des negativen Ufers von I2 nach 
02, dann längs des positiven Ufers von I2 nach 00 u. s. w. endlich längs 
des positiven Ufers von /^ von a^ nach co, längs des negativen Ufers von 

7 nach ^3 längs des positiven Ufers von l nach 00 und längs des negativen 
Ufers von /i nach Oi zurflckgelangen. Die Lage von z fixiren wir dann, 
indem wir z. B. voraussetzen, ss und der Querschnitt ilj seien innerhalb 
der durch 

begrenzten Parcelle der a?-Ebene gelegen. 

Lassen wir dann z einen Umlauf vollziehen, der nur den Querschnitt 
4 einmal in positivem Sinne überschreitet, so können wir nicht mehr wie 
in der Abh. (S. 115) voraussetzen, dass die Schleifen Sy fttr v^k un- 
geändert bleiben, sondern es werden sich, wenn k<ii ist, die Schleifen 

8y für y = *+l, . . ., «—1, i 
verwandeln in 

femer gehen 8^ und 8^ über in 

«o*Ä*o«ir' *«7^ beziehungsweise «()äa«(7\ 
während die Übrigen Schleifen 

nngeändert bleiben. Wenn dagegen k^i+1 ist, so verwandelt sich 8^ und 8jt in 

*fc*„«7* beziehungsweise «tÄ„*fc*,7^«r\ 

und die Schleifen 

8y f\lr V = «+1, «+2, • . ., *— « 
gehen über in 

die übrigen Schleifen bleiben wieder ungeändert. 

Wenn wir also die in der Abh. eingeführten Bezeichnungen fest- 
halten und jetzt durch ein vorgesetztes 0^ dasjenige bezeichnen, worin 
eine Function von x beziehungsweise ss übergeht, wenn die unabhängige 
Variable den Querschnitt 4 für Ar= 1, 2, • . ., a einmal in positivem Sinne 
überschreitet, so erfahren die m Lösungen 

Uya (>' = 1, 2. ..., aj a = 1, 2, .... a^) 



152 Schlesinger, zur Theorie der Eulerschen Transformirten, 

von (E.), die linearen Substitutionen (vergl. Abb. S. 128) 



m 



OkUra = ti.«-(i-o 2:c^'^'u,,, (::i,t. . ;;") 



wo jetzt die „Uebergangssubstitution^' der Differentialgleichung (A'.) 

m 
2=1 

einem Wege entspricht, der zwischen den singulären Punkten a^ und au 
ganz innerhalb der zerschnittenen x-Ebene verläuft. 

Wir hatten in der Nr. VIII der Abb., aus den Ergebnissen der in 
der Nr. VII (unter der stillschweigenden Voraussetzung, dass die Funda- 
mentalsubstitutionen der Differentialgleichung (A.) mit einander vertauschbar 
sind) durchgeführten Untersuchung den Schluss gezogen, dass die m Lösun- 
gen Uya von (E.) im allgemeinen linear unabhängig sind*). Da die u^a l>^i 
jedem geschlossenen Umlaufe von z in lineare homogene Functionen ihrer 
selbst übergehen und sich überall bestimmt verhalten, so können wir, wenn 
nur fi (<C fn) der u^^ linear unabhängig sind, eine lineare Differentialgleichung 

fjLtev Ordnung (E.) mit in z rationalen Coefficienten aufstellen, der die sämmt- 
lichen u^a genügen und die alle ihre Lösungen mit (E.) gemein hat. Die 
Differentialgleichung (E.) ist also in diesem Falle reductibel, und wir können 

die Differentialgleichung (E.) als diejenige ansehen, deren £ti/ersche Trans- 
formirte durch (A'.) dargestellt wird. 

Im Folgenden setzen wir (E.) als irreductibel voraus. 

IL 

Bedeutet yl einen Integrationsweg, der sowohl die Integrale w von 
(A'.) als auch den Ausdruck 

(z-x^-' 

ungeändert lässt, der also jedenfalls die Gleichung 

f-±DX(z--xy-\ w)dx = 



*) S. 127 der Abb., Zeile 15 v. u. lies y = — (1 — ikr) statt y = 1— **,,. 
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befriedigt, so ist (vergl. Abb. S. 109) 

A 

eine Lösung von (E.). Diflferentiiren wir dieselbe r-mal, indem wir unter 
dem Integralzeichen differentiiren, so kommt 






dz' 

und es ist folglich die vte Ableitung der Lösung u von (E.) eine Lösung der- 
jenigen Differentialgleichung mler Ordnung, die wir erhalten , wenn wir in 
(E.) an die Stelle von § setzen |— v. 

Wir wollen im Folgenden, wenn es sieb als nötbig erweist, in die 
Bezeichnung der Differentialgleichung (E.) auch noch die Grösse ^ mit auf- 
nehmen, also statt (E.) schreiben 

Es läsBt sich dann direct zeigen, dass die Differentialgleichung 

(Ej^,.) E.XV; l+l) = Ö™(a, ^+l)-^+-+Öo(a, l+l)f/=0 

so beschaffen ist, dass die Ableitungen 
... dU 

ihrer Lösungen die Differentialgleichung (E^.) befriedigen. 

In der That folgt, wenn wir (Et.) nach z> differeutiiren und beachten, 
dass Po («5 §) zufolge der über die Differentialgleichung (A.) gemachten 
Voraussetzungen eine von z unabhängige Grösse ist, für U die Gleichung 

and diese ist mit (E^^i.) identisch, wie man mit Hülfe der Formel (vergl. 
Abh. S. 109, Gleichung (1.)) 

sofort erkennen kann. 

Betrachtet man allgemein die Differentialgleichung 

Journal für Mathematik Bd. OXVII. Heft 2. 20 
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WO y eine positive ganze Zahl bedeutet, so sind ihre Lösungen in der Form 

darstellbar, und die yten Ableitungen derselben genügen der Differential- 
gleichung (Et.), d. h. es ist 

d-n 



u = 



dz' 



Daraus folgt, dass alle Differentialgleichungen (E^.) und (E^.), in denen sich | 
und T] nur um eine ganze Zahl unterscheiden im Sinne von Riemann ssur 
selben Klasse gehören. 

Von der Thatsache ausgehend, dass die m Integrale u^^ ein Funda- 
mentalsystem von (E{.) darstellen, kann man dies auch aus den Formeln 
(ß.) erschliessen. 

In der That haben zunächst die Differentialgleichungen (Ej.) für 
jeden Werth von f nur die singulären Stellen 

Ol, a^, . . ., a^, oo. 

Die Substitutionen (/?.)? welche das Fundamentalsystem ti,« von (E|.) er- 
fährt, wenn z Umläufe um diese singulären Stellen beschreibt, bleiben un- 
geändert, wenn man | um ganze Zahlen vermehrt oder vermindert, da sie 
das ^ nur in der Form 

enthalten. Da (E^.) überdies zur Fuchs^cheii Klasse gehört, so folgt hieraus 
die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Die Beziehung zwischen den abhängigen Variablen der Differential- 
gleichungen (E^.) und (Et^i.) kann man auch leicht in der Form darstellen, 
dass U durch u und seine Ableitungen ausgedrückt erscheint. Es ist näm- 
lich nach (1.) 

d'"-^ u _ d'" U 
rfs—i ■" dz"' ' 

also mit Rücksicht auf die Differentialgleichung (E^tn.,.), wenn man den 
Constanten Factor — ^.jC«, !> + 1) unterdrückt, 

(3.) U = QS^, i + l) ^p;' +^.-.(3, ^-+1) ^ +-+^,(3, .Hl)«. 
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III. 

Gehen wir statt von der Differentialgleichung (A.) von einer Diffe- 
rentialgleichung (B.) aus, die mit (A.) im Sinne von Herrn Poincare*) zur 
selben Art (esp^ce) gehört, d. h. deren abhängige Variable in der Form 

darstellbar ist, wo ro, rj, . . ., r^^i beliebige rationale Functionen von x 
bedeuten; so gehören, wie leicht einzusehen ist, auch die adjungirten Diffe- 
rentialgleichungen (A'.) und (B'.) von (A.) und (B.) zur selben Art, d. h. 
die abhängige Variable tt) von (B'.) wird in der Form 

darstellbar sein, wo auch die gr„, gr^, ..., g,^__^ rationale Functionen von x 
bedeuten. 

Wir fragen nun, wie müssen diese rationalen Functionen beschaffen 
sein, damit auch die Differentialgleichung (E.), deren Et/tersche Transformirte 
(A'.) ist, mit der Differentialgleichung 

(F.) F.(u) = 0, 

deren EulerBcht Transformirte (B'.) ist, zur selben Art gehört. Es handelt 
sich dann um die Untersuchung der Ausdrücke 

fro (a - xy-^ dx, 

wo tu durch die Gleichung (1.) gegeben und die Differenz i?— | eine posi- 
tive ganze Zahl ist. 

Wir setzen der Einfachheit wegen voraus, dass die rationalen Func- 
tionen gr,„ ^1, ..,, 5f„^_i von a unabhängig sind. Bezeichnen wir dann die 
den Wia entsprechenden Integrale von (B'.) durch tu,«, so dass also 

ist, und setzen 

U,a = f XO^Xz-xy-'dx, 

*) Acta Mathematica Bd. 5, S. 212. In seiner Abhandlung (Sitzungsberichte der 
Berliner Akademie 1888, II, S. 1275) bezeichnet Herr Fuchs zwei in diesem Sinne zur 
selben Art gehörige DiiTerentialgleichungen als zur selben Klasse gehörig. Wir behalten 
für den Klassenbegriff die (engere) Äfer/ionwsche Definition bei. 

20* 
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80 befriedigen diese Ausdrücke bei geeigneter Wahl von tj die Differential- 
gleichung (F.), und es werden die Substitutionen, welche die ii<a bei Um- 
läufen von z um die Punkte 

erleiden, mit den entsprechenden Substitutionen der u.« übereinstimmen, wenn 

1) die Differentialgleichungen (A'.) und (B'.) nicht nur zur selben 
Art, sondern auch zur selben Klasse gehören, und 

2) die den Integralen von (A'.) 

(vergl. Abh. S. 112) entsprechenden Integrale tü^« von (B'.) in der Um- 
gebung von x = ai auch regulär sind. 

In diesem Falle lässt sich nämlich zunächst jedes über einen be- 
liebigen geschlossenen Weg ^, der den zu Beginn der Nr. II erwähnten 
Bedingungen Genüge leistet, erstreckte Integral 

ftü(z—xy'^dx 

A 

aus Integralen, die über die Schleifen ««, «i, «2? • • •? ^o erstreckt sind, zu- 
sammensetzen. Das wäre nicht möglich, wenn (B'.) mit (A'.) nicht zur 
selben Klasse, sondern nur zur selben Art gehörte; denn dann besässe (B'.) 
ausser den 

öl, 02, • . M »aj ^ 

noch andere wesentlich singulare Stellen (im Sinne von Herrn Fuchs*))^ in 
denen das allgemeine Integral tu von (B'.) zwar eindeutig aber wie eine 
rationale Function unendlich wäre; es wäre also im allgemeinen das Integral 

/ rü(i — xy-^dx, 

erstreckt längs eines geschlossenen Weges der einen dieser Unendlichkeits- 
punkte umschliesst, nicht gleich Null. Wenn dagegen (B'.) und (A'.) zur 
selben Klasse gehören, so ist das Auftreten solcher Unendlichkeitsstellen 
ausgeschlossen. 

Ferner sind, wenn die Bedingungen 1), 2) erfüllt sind, die Ueber- 
gangssubstitutionen, welche die Integralsysteme 

*) Dieses Journal Bd. 68, S. .378. 
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mit einander verknüpfen, dieselben wie die für die entsprechenden Lösungen 
von (A'.) bestehenden, so dass also in der That die Formeln (ß.) auch die 
Aenderungen der 11,^ bei Umläufen von ^ wiedergeben. Da endlich die 
singulären Stellen der Uia keine anderen sein können wie die 

so bilden die Uia ein Functionssystem , welches mit dem Functionssysteme 
Ui« zu derselben Klasse (im Sinne von Riemann) gehört. 

Im allgemeinen wird die Differentialgleichung (B'.) neben den wesent- 
lichen singulären Stellen a^, 02, ..., a^, oc, noch gewisse ausser wesentliche 
singulare Stellen*) 61, 62? • • ., b^ besitzen können; (flir (A.) und (A'.) hatten 
wir in der Abh. durch die den singulären Stellen auferlegten Bedingungen 
das Auftreten von ausserwesentlich singulären Stellen ausgeschlossen). Der 
Coefficient der mten Ableitung in (B'.) wird also im allgemeinen von 

höherem als dem mten Grade, sagen wir vom Grade m^m sein. Ent- 
sprechend wird dann (Abh. Nr. IV) die Differentialgleichung (F.), deren 

Efüerüche Transformirte (B'.) ist, von der mten Ordnung und in den u.« für 

7] der Werth §+m'-m zu nehmen sein. 

Die m Integrale u,« von (F.) sind so beschaffen, dass sie sich bei 
jedem Umlaufe von a in lineare homogene Functionen ihrer selbst ver- 
wandeln; sie befriedigen folglich eine lineare Differentialgleichung mter 
Ordnung der FwcA^schen Klasse 

(F.) F.(u) = 0. 

deren sämmtliche Integrale auch der Gleichung (F.) genügen. Die linke 
Seite von (F.) ist demnach in der Form 

F.(u) = GF,(u) 

darstellbar, wo G einen linearen Differentialausdruck von der Ordnung m—m 
und mit in s rationalen Coefficienten bedeutet. D. h. in diesem Falle ist 

^F.) reductibel, und wir können statt (F.) die Differentialgleichung (F.) als 
diejenige ansehen, deren £w/ersche Transformirte durch (B'.) dargestellt wird. 

Wenn die Bedingungen 1), 2) er füllt sind, so gehört die Differential- 
gleichung (F.) mit (E.) zu derselben Klasse. 

Falls die Bedingung 1) nicht erfllllt ist, so mögen bj,{k— 1, 2, ...,t) 



*) Vergl. Fuchs a. a. 0. 
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die von den 

verschiedenen wesentlichen singulären Stellen die Differentialgleichung (B'.) 
bedeuten; dann wird also das allgemeine Integral tt) von (B'.) in 6^. wie 
eine rationale Function unendlich. Die Differentialgleichung (F.), deren 
Etf/ersche Transformirte durch (B'.) gegeben wird, besitzt dann ausser den 
Uia noch Lösungen von der Form 

(2.) fro^z-xy^-^dx, (*=i.2 T) 

wo wir durch (6^) andeuten, dass das Integral längs einer den Punkt 6^ 
umschlingenden einfachen Schleife, die ganz in der zerschnittenen a:-£bene 
verläuft zu erstrecken ist. Wenn das Integral (2.) identisch verschwinden 
sollte, so milsste 

Res,.,Jm(Ä-ar)^-^] = 

sein, dann wäre aber im allgemeinen xo nicht mehr von ^5 unabhängig. 
Offenbar ist (2.) gleich einem Ausdrucke von der Form 

(2-.) («-&A.r^*9.(«), 

wo Yk ^ine positive ganze Zahl, gi(«) eine ganze rationale Function be- 
deutet. Dieses Integral von (F.) multiplicirt sich also bei einem Umlaufe 
um 6^ mit dem Factor e\ es repräsentirt im allgemeinen mehrere, von 
einander unabhängige Lösungen von (F.); jede einzelne dieser Lösungen 
befriedigt aber eine homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung 
mit rationalen Coefficienten. 

Die Differentialgleichung (F.) ist also reduclibel und zwar ist ihre 
linke Seite in der Form 

(3.) F,(u) = gf®(u) 

darstellbar, wo fj, ® lineare Differentialausdrücke mit rationalen Coefficien- 
ten bedeuten, von denen @ so beschaffen ist, dass die Gleichung 

®(u) = 

durch die in der Form (2.) darstellbaren Lösungen von (F.) befriedigt wird. 
Die Integrale u.« von (F.) erleiden im allgemeinen eine Werthänderung, 
wenn z einen einfachen Umlauf um einen der Punkte 6^^ vollzieht; man 
kann diese Aenderung mit Hülfe der Formeln, die in der Abh. und in der 
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Nr. I dieser Notiz entwickelt sind, sofort hinschreiben, wenn man das Ver- 
halten der Integrale tü^« von (B'.) in der Umgebnng der Stellen 6* kennt. 

Die Stellen bj^ sind also Verzweigungspunkte der Integrale von (F.). 

Wenn auch die Bedingung 2) nicht erfüllt ist, so fallen einzelne 
der Punkte bj, mit den Punkten ai, 02, ..., a^ zusammen. 



IV. 
Die Bedingungen 1), 2) sind offenbar erfüllt, wenn in der Beziehung 

,^ V dw rf"*~*ir 

(1.) tu = ^o»^+^i-r-+-+fl'..-i 



da • ' ^"'-' dx"'-^ 

die gTy, ^1, ..., g^__^ ganze rationale Functionen von x, mit von z unab- 
hängigen Coefficienten sind. Wir wollen in diesem besonderen Falle aus 
der als gegeben anzusehenden Beziehung (1.) die Beziehung zwischen der 
abhängigen Variablen 

u = I w{z-'x)^~^dx 
li 

(E.) und der abhängigen Variablen 

U = / rü(z-xy-^dx 

von (F.) abzuleiten suchen. Es möge sogar allgemeiner in dem Ausdrucke 
fllr u dem ly ein beliebiger von | um eine ganze Zahl verschiedener 

Werth beigelegt werden, dann gentigt u nicht mehr der Gleichung (F.), 
sondern einer mit (F.) zu derselben Klasse gehörigen Differentialglei- 
chung (F.). 

Sei Vjfc der Grad der ganzen Function g^,, dann ist nach Potenzen 
von x^z entwickelt 

gt(x) = 2J Tj (X—Zj] (t = n, 1, ..., m-l) 

1=1) t . 

also ergiebt sich, wenn wir (1.) mit (z—xy''^dx multipliciren und auf einem 
Wege yi integriren 

tt)(*-x)'-'rfx = 2: ^-^(-l)'7-^(8-x)'^-'rfa:. 
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Durch partielle Integration finden wir aber für ein beliebiges tj: 



da^ ^ '^ -' A=i, ^ ^ dx^ dx^ 

wenn also A der zu Anfang der Nr. II ausgesprochenen Bedingung genügt 
(dies ist z. B. für die Doppelschleifen 

«i«o*r^«»7* o=»'2 0) 

der Fall), so verschwindet das erste Integral auf der rechten Seite der 
obigen Gleichung, und wir erhalten 

/""^^J («-a?)^-^rfx = (^-l)(;;-2)...(iy-Ä) fw{z^xy-^''dx, 

A A 

Es ist folglich 

bezeichnen wir also den grössten Werth, den die ganze Zahl 

anzunehmen vermag, durch v und setzen wie oben 

U = fw{z-xy^'-'dx, 

A 

SO erhalten wir, wenn wir mit Hülfe der Differentialgleichung (Et+y), der 
U genügt, die Ableitungen höherer als (w— l)-ter Ordnung von U weg- 
schaffen 

(2.) fwiz-xy-^dx = /?„u+ß,^-+-+fi,„_,^3-, 

A 

WO die ßu, Äi, . . ., /?^_i rationale Functionen von & bedeuten, deren Nenner 
nur für ai, a^, . . ., a„ verschwinden können und die sich aus den 
^i*^(a), den Coefficienten Q^^z, 1+^ der Differentialgleichung (E^^y.) und 
deren Ableitungen in einfachster Weise zusammensetzen. Besonders zu be- 
merken ist, dass die ß,,, ß^, ..., ß„_i von der speciellen Wahl des Inte- 
grationsweges A unabhängig sind. 

Nun können wir durch wiederholte Anwendung der Formel (3.) der 
Nr. II, U und seine Ableitungen durch das entsprechende Integral von (E.) 

u = / w(^z—xy~^dx 

A 
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darstellen; dies in die Formel (2.) eingesetzt, liefert dann die explicite Dar- 
stellang von 

A 

durch u und dessen m—\ erste Ableitungen, und damit die gesuchte Be- 
ziehung, die den Uebergang von (E.) zu (F.) vermittelt. 

Mit Rücksicht auf die in der Nummer VI zu gebende Anwendung 
betrachten wir noch den besonderen Fall 

(3.) tt) = gs,{x)w, 

wo gx^(^x) eine ganze Function vom höchstens (a— l)-ten Grade bedeutet*). 
Es ist dann, wenn wir einfach 77 = 1 nehmen 

u= fxo{z^xf-'dx = '£{-iy-'-' f^TZ% f^^-^y^'^''^^; 

wenn wir also 

A 

setzen, so dass 
ist, so erhalten wir 

K^^.) " - .f^^ ^) (a-i-l)! (| + a-2)...($+a-f-l) d%' ' 

V. 

Wir betrachten den besonderen Fall wo (E.) die Tissot-Pochhammer^cht 
Differentialgleichung ist, und bedienen uns der in der Abh. (S. 119 ff.) ein- 
geführten Bezeichnungen. 

Denken wir uns z. B. in den Formeln der Nr. I, i = a genommen, so 
haben wir für die Integrale 

der Tissot-Pochhammer^chen Differentialgleichung (E.), die Fundamentalsub- 
stitutionen (vgl. Abh. S. 129) 

(1.) ' ö^fl,,! = W,i-(l-^0«*n (y = t+l,...,m) 

öifctl^l = W^l — «(1— *>l)Wifci. 0^ = 1, 2,...,*-!) 

*) Vgl. hierzu Nekrasso/f, Mathem. AnnaleQ Bd. 38, S. 536, Pincherle^ a. a. 0. S. 539. 
Journal för Mathematik Bd. CXVII. Heft 2. 21 
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Ans dem blossen Anblicke derselben folgt ebenso wie ans den allgemeinen 
Erörterungen der Nr, III, dass wir Differentialgleichungen (£•) erhalten, 
die zu einer und derselben Klasse gehören, wenn wir die /?i, /?2? • • •? ßm» S 
um ganze Zahlen vermehren oder vermindern. Multipliciren wir femer 

mit einer willkürlichen, von z unabhängigen ganzen rationalen Function 
^ü(a?), so genügen die 

J go(x)wi(z'-xy'^dx 

ebenfalls einer Differentialgleichung mter Ordnung, die mit der u>i ent- 
sprechenden Tissot'-PochhammerBchen Differentialgleichung (E,) zu derselben 
Klasse gehört. Das heisst: 

Bedeutet r(x) irgend eine rationale Function, die abgesehen von 
einer ganzzahligen Potenz von ss—x als Factor, von ss unabhängig ist und 
nur für Punkte aus der Reihe Oi, Oa, . . ., a„, a, oo unendlich wird, so be- 
friedigen die Ausdrücke 

Ujti = / r(x)wi(ss—xy''^dx (* = i, 2 m) 



(k =5 1, 2, ...« vi) 



*.a.*ri*ri 



'k k 

eine Differentialgleichung, die mit (E.), deren Lösungen die 



•1 = / Wi{s—xy ^dx 



^k\ = / wAz—xr ax (*=!, 2 «) 



't'o'/*u^ 



sind, zu derselben Klasse gehört. 

Wenn die rationale Function r(x) noch in den von ai, o^,, . • ., a«, », cx> 
verschiedenen Punkten bj, (ä = 1, 2, ...,t) unendlich wird, so greifen die 
Bemerkungen, die wir am Schlüsse der Nr. III gemacht haben, Platz. 

Die Fundamentalsubstitutionen (1.) lehren, dass das Fundamental- 
system Uii von (E.) die Eigenschaft hat, dass seine Gruppe von den in den 
Coefficienten von (E.) auftretenden Parametern ai, 02, . . ., a^ unabhängig 
ist. Nach dem Satze von Herrn Fuchs*) bestehen also Gleichungen von 
der Form 

(2.) -I^i = BS...„+««^+...+Bi,..,.^^, c...,. ...,.> 



*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1888, II, S. 1279 ff. 
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Schaft fUr die Periodicitätsmoduln gezogenen Folgeningen eine Uebertragnng 
auf die Lösungen einer beliebigen Tissol-Pochhammer^chen Differential- 
gleicbang zulassen, bebalten wir uns ftir eine spätere Gelegenheit von 
Hier wollen wir nur noch einige der von Herrn Fuchs für die Periodicitäts- 
moduln gegebene Sätze und Formeln mit Hülfe der in den Nrn. IH, IV 
dargelegten Entwickelungen abzuleiten suchen. 

VI. 

Für den besonderen Fall 

w, = (x^a,)-Kx-a2)-K..(x'-a„y^ = [Pm(^)]'S ^ = (mod.2), 

ergeben sich nach den Formeln der Abb. (S. 119) die Coefficienten von 
(E|.) in der Form 

VA«. ^; - c i; ($-i)(i-2)...(i-v)i.2...(m-.i/) ^- w> 

setzt man hierin noch 5 = ^, so erhält man die zuerst von Herrn Fuchs*) 
aufgestellte Differentialgleichung (E^.) für die Periodicitätsmoduln des hyper- 
elliptischen Integrals erster Gattung (5.) Nr. V. Für ein anderes zu der 
Irrationalität 

gehöriges Integral, können wir nach unserem Verfahren die Differential- 
gleichung der Periodiciätsmoduln aufstellen, wenn der Integrand abgesehen 
von einer Potenz von a— o? als Factor von z unabhängig ist. Aus dem 
Satze der Nr. V (S. 162) ergiebt sich ohne weiteres das Resultat: 
Die Periodicitätsmoduln eines Integrals erster Gattung 

r 9(^)dx 

wo g(x) eine ganze rationale Function vom Grade -^ — 1 mit willkürlichen 

von » unabhängigen Coefficienten bedeutet, genügen einer Differential- 
gleichung, die mit (Ej.) zur selben Klasse gehört. Die Differentialgleichung, 
der die Periodicitätsmoduln eines Integrals zweiter Gattung genügen, ge- 
hört mit (Ej.) zur selben Klasse, wenn der Integrand, abgesehen von einer 
Potenz von z—x als Factor von z unabhängig ist und die Unendlichkeits- 
stellen des Integrales mit Punkten aus der Reihe Oi, 02, ..., a„^, z, oc 
Übereinstimmen. 



*) Dieses Journal Bd. 71. 
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Dieser Satz ist ein besonderer Fall eines Satzes von Herrn Fuchs*)^ 
nach welchem die Periodicitätsmoduln des Integrales 



/r^ä., 



wo r(x) eine rationale Function von z und x bedeutet, die nur für Wurzeln 
der Gleichung 

«^ = 

unendlich wird, eine Differentialgleichung befriedigen, die mit (E^.) zu der- 
selben Art gehört. 

Hat man z. B. ein Normalintegral dritter Gattung 



r dx 

J {x-'h)s ' 



80 haben wir nach den Ergebnissen der Nr. HI (S, 158) neben den Perio- 
dicitätsmoduln 

r dx 

noch das Integral 

- r ^^ 

^ ~ / (x^h)8 

(6) ^ ^ 

ZU betrachten. Die entsprechende Differentialgleichung (F.) ist dann von 
der (m-l-l)-ten Ordnung, und zwar ist bei der Darstellung (3.) Nr. III der 
linken Seite von (F.) der Differentialausdruck ®(u) von der ersten Ordnung. 
Diese Differentialgleichung (F.) ist von Herrn E. Ullrich**) aufgestellt und 
discutirt worden. Fttr die Integrale 

U, Uji (»=1,2,...,«) 

derselben ist, wie man durch Aufstellung der entsprechenden Fundamental- 
snbstitution sofort übersieht, der Punkt x = 6 ein Verzweigungspunkt***). 

Die Beziehung, welche die abhängige Variable u der durch die Perio- 
dicitätsmoduln von 

xdx 



r xd 

J s 



*) Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1888, II, S. 1286 ff. 
••) Dissertation, Heidelberg 1884 „Die Periodicitätsmoduln der hyperelliptischen 
Normalintegrale dritter Gattung.^ 

•*•) Hiemach ist eine Bemerkung des Herrn Ullrich (a. a. 0. S. 11, Zeile 4 v. u.) 
zu berichtigen. 
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erfüllten Differentialgleichung mit der abhängigen Variablen u von (E^.) 
verknüpft, hat Herr Fuch$ fttr iii = 2 und iii = 4 in expliciter Form auf- 
gestellt; wir wollen unter Anwendung der in der Nr. IV dargelegten Methode 
die betreffenden Formeln ableiten. 

Sei zunächst m =» 2, und nehmen wir wie üblich ai = 0, 02 "= 1, so 
haben wir für (E^.) die Legendre&che Differentialgleichung 

deren Lösungen in der Form 

r dx 

u = I , 

dargestellt sind. Da ga(x)=^x sein soll, so haben wir (Nr. IV, S. 161) 
die Differentialgleichung für 

-j^ _ f (fi—x)^dx 

za bilden. Dieselbe lautet 

Wir haben also nach Gleichung (4.) der Nr. IV 

u = «II— U; 
ferner ist 

« = 2 



also 



dz ' 



du _^ d'VL -1 „ 

— ^ "j:t- = 1Ö77Z — iV ^? 



d. h. wir finden*) 



dz dz^ 25(ä--1) 



u = Äfi+2a(«-l) 



dz 



Für m = 4 sei 



P^ix) = (x-a.Xx-ihXx-a.Xx'-a,) = V<a:), « = / - ^— - — - ; 

y vv(«)(»-«) 

!^oefficienten der I 



dx 

wir finden zunächst für die Coefficienten der Differentialgleichung (Ej.), der 

{z—x^dx 
A 



*\ \f 



) Vgl. Fuchs, dieses Journal, Bd. 83 S. 30 fl*. 
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genügt, die Werthe 
80 dass 



ist. Nach Gleichung (4.) Nr. IV ist aber 

xdx 



dz 



j V'"»« 



A 



|^i^(a?X«— «) 



— U+2.-^, 



wir finden also*) 



Berlin, 21. Februar 1896. 



*) Vgl. Fuchi, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1889, II, S. 716. 
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Zur Theorie der adjungirten Differentialgleiclmng. 

(Von Paul Günther*)). 



stellt man in bekannter Weise (Fuchs, d. Journ. Bd. 66, S. 130) ein Fundamental- 
system der homogenen linearen Differentialgleichung nter Ordnung P(y) = in der Form 

^1 = ^1) Vi = v^Jv^dx, . . ., yn = v^Jv^dxJ'"Jf)ndx 

dar und setzt 

7ji = v^r>^.,.Vi, Ai(y) = ni-^(riT^y) (• = ^^ 2 «) 

so ist, da P{y) = durch das einzige Integral von -4^ = befriedigt wird, P == B^A^^ 
wo B^ einen linearen Differentialausdruck (n— l)-ter Ordnung bedeutet. Durch Fort- 
setzung dieser Schlussweise ergiebt sich die Darstellung (Frobenius, d. Journ. Bd. 76, S. 264, 
Thotni, ebenda S. 278ff. Bd. 96, S. 197) P = ÄnAn-i...A,. Setzt man nun 

(Ä = 1, 2, ..., n; • = 0, 1, .,., n— A) 

so folgt durch Addition der Gleichungen 

d «-'^ 

äx ,=() 

wodurch die Multiplicatoreigenschaft der Mau in Evidenz gesetzt ist. 

Die Mk{) gehen aus den y^ hervor, indem man 17,, ..., ri^ durch iy~\ ..., ri~^ 

ersetzt, sie befriedigen folglich (vgl. Frohenius^ Thom^^ a. a. 0.; Grünfeld, dieses Journal 
Bd. 98, S. 333 ff.) die Differentialgleichung F(z) = A\A\,,.Al,, wo 

^i (ä) = vr^ -T- (vi^) (• = 1- 2 «) 

gesetzt wurde. Diese Form des adjungirten Differentialausdruckes PX^) lässt (Thom6, 
F^obeniuSy a. a. 0.) die Reciprocität mit P(y) am deutlichsten hervortreten. Beachtet 
man nun, dass (Fuchs, a. a. 0., Frobenius, ds. Journ. Bd. 77 S. 256 unten) 

^Cyr--ya)= |y?"*^| =Vr'Va, (i, A=l, 2 a) 

» j 

D(yr"ya-OD(y^,,,ya+OD(y^,..ya)-'^ = -f^D(y^...ya-uya-i-OD(y^,,,ya)-^ 
ist, so ergiebt sich sofort die bekannte Darstellung der Äf^i durch die y^ 

^Ao = ^(yi-.-»A-i, yÄ+i...yn)^Cy,...y«)~^ 

aus der bekanntlich u. a. hervorgeht, dass die M^i ein Fundamentalsystem von P'(a) = bil- 
den und eine lineare Substitution erfahren, wenn die yp-.yn durch ein anderes Fundamental- 
system von P(y) = ersetzt werden. Die Coefficienten von P'(&) = sind also Deter- 
minanten-Quotienten, deren Zähler und Nenner sich bei dieser Aenderung der y« (und daher 
der M,,i)) mit demselben constanten Factor multipliciren, und folglich nach dem Satze des 
Herrn Appell (Annales de l'Ecole Norm. Serie II, Bd. 10, S. 400) rational durch die Coef- 
ficienten von P(y) und deren Ableitungen ausdrückbar. 

In ähnlicher Weise kann man den Appelhchen Satz auch anwenden, um zu 
zeigen, dass die nx Grössen D(yj,,.y]i), wo y^^y^- eine beliebige Combination der y^^..yn 
bedeutet (Fuchs, Sitzungsberichte 1888, II, S. 1115) eine lineare Differentialgleichung mit 
rationalen Coefficienten befriedigen. 

*) Aus nachgelassenen Notizen herausgegeben von Herrn Ludwig Schlesifiger. 
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Ueber Multiplication und Nichtverschwinden 

DiricMetscher Keihen*). 

(Von Herrn F. Mtrtens in Wien.) 



E 



1. 



s seien 



#/2> fA^^ fi^^> 

M^'"^ fii'"^ fl^'"^ 

Unbestimmte und man setze zur Abkürzung 

Die Glieder des Products der r Polynome 

haben alle die Gestalt 

wo a^ /9^ . . ., e der Zahlenreihe 1, 2, . . ., ii angehören, und zerfallen in 
zwei Klassen, je nachdem das Product der Stellenzeiger a^ /?^ . . ., c die 
Zahl n übersteigt oder nicht 

In den Gliedern der zweiten Klasse kann das Product aß...€ nur 
eine der Zahlen 1, 2, . . ., ii sein. Fasst man daher alle Glieder zusammen, 
m welchen dieses Product einen und denselben Werth hat, und setzt zu 
diesem Ende 

wo die Summe über alle Lösungen der Gleichung 

aß...e = m 

*) Diese Schrift ist eine verkürzte und mit einigen Aenderungen verbundene 
Wiedergabe des Inhalts zweier der kais. Akademie der Wissenschaften in Wien vor- 
gelegten Aufsätze: „Ueber Dirichletsche Reihen". — „Ueber das Nichtverschwinden 
Dinchletscher Reihen mit reellen Gliedern". Sitzungsb. Bd. CIV, December 1895. 
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in ganzen positiven Zahlen a, ß^ . . .^ e zu erstrecken ist, so wird die 
Summe der Glieder der zweiten Klasse 

In den Gliedern der ersten Klasse mass wenigstens einer der Stell en- 

zeiger a^ /9^ . . . , £ die in ii '^ enthaltene grösste ganze Zahl v übersteigen. 
Bezeichnet demnach ^, die Summe aller Producte u^a^u)^\..u^^^, in 
welchen unter den Stellenzeigern a, /3, . . ., c der tte der erste über r 
liegende ist, so vertheilen sich die Glieder der ersten Klasse genau unter 
die r Summen 

X -2*., JS 

und man hat identisch 

(1.) ^!^>t7r...t/r = <,+/,+...+/^+^,+^,+...+^,. 

Jedes Glied von ^, muss eine der Unbestimmten 

^y + 11 '•»'-1-2? • • •? ^n 

als Factor enthalten. Alle Glieder, in welchen eine dieser Unbestimmten, 
u^S, vorkommt, haben die Gestalt 

*•;« "a "b ••••»« f 

Yfo (), a, . . .^ T die Zahlen 1, 2, ..., r nach Auschluss von i bezeichnen, 
und gehen aus der Multiplication von uf^} mit allen Gliedern u^^^ ui''^ . . . u^^^ 
des Products 

hervor, in welchen 

. n 

ab...e^ — 
m 

ist und überdies in dem Falle t>l die t— 1 ersten unter den Stellen- 
zeigern a, b, . . . , e die Zahl v nicht übersteigen. Bezeichnet demnach 
(p, q\ die Summe aller Glieder von P„ in welchen 

p <Z ab,. .6"^ q 

ist und die i— 1 ersten unter den Stellenzeigern o, 6, ..., e ^v sind, und 

Hjfc die grösste in -r- enthaltene ganze Zahl, so ist (»,«, ri"^ der Coefficient 

von vf^ in ^, und man hat 
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Setzt man noch zur Abkürzung 

BO wird 

(2.) -2", = 8%,(n,^,, n^-')i+s%2(n,yz, n,+0.+ -+«i*Xiin, ft«-i).. 

2. 

Es seien r Grössenreihen 

«(*^ ä(^> /!<*> 

a^^> fl^.^> oi^^ 



«^»■^ nS''^ n^''^ 



• • • 



mit folgenden zwei Eigenschaften gegeben: 

1". Für je zwei Zahlen p, q, von welchen p^q ist, sei 

mod.(oy^+<li+-+o?0 ^ G.g\ 
wo Gi eine gegebene Grösse und' l eine gegebene unter der Einheit liegende 
nicht negative Zahl bezeichnen. 
2". Es sei 

mod.a{*H ^mod.a^*^H 1 — mod.oi*^ <C (l + log«)'', 

£i n 

wo e. gegeben ist. 

Der ersten Eigenschaft zufolge convergirt jede der unendlichen Reihen 

Denn man hat, wenn zur Abkürzung 

Jl^w I _L_/,(o I ... I Jl^(o ^ j 

<H<i + - + ö!^^ = b^ 

gesetzt wird, nach der ^6e/8chen Umformung 

und daher 

— P(P+l) ^ (P+l)(P+2) ^ ^ 7 
Nach der Annahme wird demnach 

= Kp+1) ^ (p+l)(P+2) ^ + , > 

22» 
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es ist aber nach dem binomischen Satze 

1 <r^-( ^- ^ ^ 

(p+l)'-\p+2) ^ 1-A V cp+1)'-' (p+2y-' J' 

und demzQfolge 

(3.) mod.T<-j^.^. 

Man setze nun in der Identität (1.) allgemein 
«(0 = — o'O 
und 

wo die Samme über alle Lösangen a, ^, . . . e der Gleichung 

aß...£ = m 
in ganzen positiven Zahlen zn erstrecken ist 
Es wird dann 

I. = ic. 

m 
und nach (3.) 

mod..<;'<33^.-;;^- 
Nach (2.) folgt bieraas 

mod.^( ^ mod.»i!}.i.mod.(n,+„ fl'~'), + mod.«l,+amod.(n,+2, «r+i)i+"* 
< ^i_;^)^iYy)'-'' ('"^'^•(''^-H" n'"0.+ 'nod.C«,+a, B,+,)i+-+mod.(ii„ «,_,)0; 
da aber identisch 

("„ «-.)* + Cn-i, «.-.)<+■■■+(»,+„ »'-'). = /"-(? 
ist, wo Q einen gewissen Inbegriff von Gliedern des Producta P« bezeichnet, 
so ergiebt sich nach Ersetzung jedes Gliedes von Pi—Q durch seinen Modul 

mod-C«,, «,_,), +niod.Cn,_„ n,_i)i-t |-mod.(n,+,, s'-*)^ <(l+log«)** 

and daher 

wo 

"i = «l + ßjH hCr — ^C 
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Wird demnach eine Grösse, deren Modul die Grenze g nicht über- 
steigt, knrz mit j^l bezeichnet und 

C, (1+logfi)^' + C,(l4-logny^ + ..» + Gr(l+lognyr 

TTX = ^« 

gesetzt, so ergiebt sich 

(4.) lß:m^\..Ul^^ = C,+iC.HC3+-+|c«+|-^j:A^ 
Da 



(1 + v)^ 



r=r"-- i-ü 



n »• 



ist und — i3]f- mit wachsendem n beliebig klein wird, so zeigt die vorstehende 

n~~^ 

Gleichung, dass das Product der r Reihen 



durch die Reihe 

dargestellt wird. 

Es ist noch von Interesse, eine obere Grenze f&r den Modul der 
Summe 

zu ermitteln, wo p > 1 angenommen wird. 
Da nach (4.) 



(l+P,) 



1-A 



ist, wo qifPi die in g% (p— 1)*^ enthaltenen grössten ganzen Zahlen be- 
zeichnen, so folgt durch Subtraction 
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es ist aber nach (3.) 

Gi 1 



mod.(W-miO 



l— A 



1-A p» 

ond nach der Annahme 

mod.l/f>...l/,<'><(H-logg)% 



Daher wird 

mod.S < - - (i^z^y^w ^(rp^-i+cTp^jra 

3 ff. 



und demzufolge 

(5.) mod.S<:BH,-j-^-- 

3. 
Es sei, Ober alle Theiler J von m erstreckt. 

und 

/'(l)+i/'(2)+i/'(3)+-+-,V/'(«0 = ö, 

V/(«) = l-l-Hi+-"+ -^> 

P = (v(«0-v©) ^' +(K«0-v(^))f +-+(v<«0-v(^))^, 

WO ^ die grösste in z enthaltene ganze Zahl bezeichnet. Es ist dann 
identisch 

Da 
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and nach (5.) 

°>«ö- (^ <^- + -„+2- ^-'+ - + T O < 4 



Hl« 



n 



ist, wofern q^n^, so wird der ^6e/schen Umformung 

P = -sir<'-*'(»'(^)-''(-;^)) 

znfolge 

mod. Q < %^ V (t;^) ^ -%^ V(«) 

Hnn(l+lOgn) 



1-A 

Femer ist 



n '• 



log(Ä+l)-logÄ-^ = log--A^-_^ 



2 (A+1)» ' 3 (A+1)' 

^1_ 

2A(ft+l) 

und demznfolge 

< log(Ä+l)-logÄ-^-l^ < ^^_^. 

Wird Ä = 6, €+1, ..., «^—1 gesetzt und summirt, wo s die grösste in -r- 
enthaltene ganze Zahl bezeichnet und k^n angenommen wird, so folgt 

< log "/--v^(«^)+v(-^-) < -2^; 
da aber 

n*-k _ ^ n' 

ist, 80 ergiebt sich 

logft ^ \og~ < logAr+log-;^^ < logk+~_j^ 
und man hat 

A 



log&-v<«')4-V'( r) 



2(n»-A) 
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oder 

Multiplicirt man mit -j-^i^ ^^^ erwägt, dass nach (5.) 

mod. y C^ < i-l 

k ' 

ist, so ergiebt die Sammation von k = 2 bis k = n 
|C2log2+iC3log3+-..+^CJogii-P 



l-A , 1-A . 1-A 



= IÄk^-^+3--+...+»--)=|^! 



Es wird also 

= v/(n^)(c.+^C,+-+|c„) 



» ' 



(6.) 



-iC.log2-iC3log3-...-laiog«+|H=±ö:gi^ 



n »^ 



Diese Gleichung ist noch einer weiteren bemerkenswerthen Um- 
formung fähig. 

Es sei der Kürze halber 






wo die Summe über alle Lösungen der Gleichung 

aß...£ ==■ m 

zu erstrecken und ^^ der ite der Stellenzeiger a, ß, . . .^ e ist. Man setze 
in der Identität (1.) für ein bestimmtes i 

und fUr alle von i verschiedenen Stellenzeiger p, a, ... 

1 ... ... 1 



u 
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Eb Wird dann 






mod.a{*^logl + ^mod.ai'Mog2 + -'H — mod.ai^Mogfi <: logii(l+logii)% 

r = 6;iog9-6;_,(iog9-iog(9-i))^ .-6;(iog(p+i)~iogp) 

und daher nach (3.) 

mod.r' ^ mod.65.1ogg + mod.6^_,(log^— log(^~l))+ •• 

•. +mod.6;(log(p+l)-logp) 
^ L_Oogg+logg-log(g-l)+.-+log(p+l)-log;?) 

_2G^ogq_ 

Hieraas folgt nach (2.) 

und für jedes von % verschiedene k 



mod.^, < ^^»-,-r.(n-iog»r- 



Es wird somit 

Da 

ist, 80 ergiebt die Summation der vorstehenden Gleichung über alle Werthe 
1, 2, . . ., r von t 

(Fi» f/i*' Ui^\.. U!r^ + »?> l^i» t/J'^ . . . t7i^> + . • . + Fi'> üi« l/"i^> . . . l^<'-»> 

= |C3log2+iC3log3+...+ i C^ogn+\^^^?0^• 
Mit Hülfe von (4.) und (7.) geht die Gleichung (6.) in 



(7.) 



(8.) 



1-A 



üher. 



Wenn die Grössen ä^i^ den Bedingungen genügen, dass 

/'(i), /'(2), ns), . . . 
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nicht negativ sind, insbesondere aber /"(!) = 1 ist, and dass zwei von den 
Polynomen U!,'\ ÜJP, . . ., 1^^*^^ etwa t/i'> und Ü2'>, für jedes n denselben 
Modal A„ haben, so sind die Sammen der anendlichen Reihen 

von Nall verschieden. 

Denn man hat 

» • • • 

V(»')< l+21og«, 

mod. f^i'J < -5% 
and daher, wenn zar Abkürzung 



gesetzt wird. 



Ferner wird 



G^G^.,.Gr _ 1^ 

mod.!/;(«Oü;i'^ü'r...£^r ^ /f(l+21ogll)Ä^ 
V^' = (ia<'Hiö5'H- + -i-ai*0(log2-logl) 

+ •••+ — ö!.'^(log«-log(ii-l)) 
und daher der Ungleichung 

log(/r+l)-logfe< 2(k + l) 
zufolge nach (3.) 

mod V^^ <C ^^' r-^ + -^ + - 4--J— ") 

SGi 



2(1-A)' 

Hieraus folgt, da 6, = G? angenommen werden darf, 

mod. Ki» f/i'> t7i^ . . t/i^> ^ 2^^ . ß„ 

mod.K«f7i"t^w...l^r^ 2a?^)*-'*"' 
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Wird daher zur Abkürzung 

ö. = ir(n-2iog«4-§Ef ) . . 

. _ 3G,if 

" ~ 2(i-xy 

gesetzt, 80 folgt aus (8.) 

Man ermittele nun eine möglichst kleine Zahl s, welche den Be- 
engungen 

(4+ (r + 3)log«) F, + (1 + log.f )ff„ ^ 1 



I ' 



lEL -^ 2 



* "• 



«. (1-W +»)'-' 2 ^ 2o. ^ a.' 



genügt. Es wird dann 
also auch 



Da aber nach (3.) 

R, = ß.+ i -(jr::Äxi+5)'-rf 

ist, wenn « > «, so wird von n = « an 



«■>il^i+£' 



4. 

Die Reihen, welche bei dem Z)irtcÄ/e/schen Beweise für das Vor- 
kommen von unendlich vielen Primzahlen in einer arithmetischen Progression 
Aft-i-N zur Anwendung gelangen, erfüllen (für q = 0) die in den Abschnitten 
2 und 3 geforderten .Bedingungen, wenn — nach der Bezeichnung von 
XHrichlet — die divergente Reihe 1^, ausgeschlossen wird. Man braucht 
nur, um sich hie von zu überzeugen, unter a^J} das Product von Einheits- 
Mrurzeln, dessen sich Dirichlet zur Isolirung der Primzahlen von der Form 
Mt+N bedient, oder die Null zu verstehen, je nachdem m zn M theiler- 
t'remd ist oder nicht. 

23» 



180 Mwt4nr,'Über Multiplication und Niehlversehwmden DirMilet$oker Rmken. 

Es wird dann 

A = (7, = i<pW. r = (pQi)- 1 e,= l 
Die Grössen 

AI), ^2), /r3), . . . 

810(1 hier nicht negative ganze Zahlen and es ist /*(!) = 1. Denn man hat 

f(mom,) = /'(m,), 
wenn m,, in einer Potenz von Jlf aufgeht nnd mi zu ^ theilerfremd ist, and 

w^ennj9t}, ms za einanider und, zu if theilerfremd sind. Map braucht also 
nur für eine zu M theilerfremde Primzahlpotenz q"^ zu zeigen, dass f(jf^) > ist 
Ist u die kleinste positive Zahl, für welche der Ausdruck 

von Null verschieden ausfällt, so sind 1, a^^^, af\ ..., /ite Einheitswurzeln 
und man hat, wofern .u > 1 ist, für jede unter .a liegende positive Zahl k 

Ist daher oy eine primitive .ate Einheitswurzel und giebt ha an, wie viele 
anter den Grössen 1, a^^^^ aS^^ . . . mit o}°^ zusammenfallen, so hat man von 
Ä= 1 bis Ä = .a— 1 

und für Ä = 
Hieraus folgt 



und dies gilt auch noch für ^i = 1. Demzufolge ist 

,, ,„ (.)\ „ (O^ = ((l-»)(l-«'a)(l-C«^*)...(l-'«''-'5))-*- 

^^^ f(sf) ™^^^ ^^^ Coefficient von z"^ in der Entwickeluüg dieses Äasdrucks 
eine ganze nicht negative Zahl sein. 

Gelangen nun bei der Bildung von a^^^ imaginäre Einheitswarzeln 
zur Verwendung und ist a^^^ conjugirt zu aS^^y so haben £/J*^ und V^^ den- 
selben Modul. Es kann also keine der Reihen 

verschwinden. 
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Das Nichtverschwinden der Reihen mit reellen Gliedern bedarf eines 
besonderen Beweises. 



o. 
Es sei 

eine der in dem Z)tricA/e/schen Beweise vorkommenden Reihen, in welchen 
zur Bildung von «1^^ nur die Wurzeln +1 und —1 verwendet werden. 
Man setze, über alle Theiler ^ von m erstreckt, 

and 






V2 |/3 i/f 

F = f (.M-.(^))+f (K«')-H^))+-+f (^»o-H^)). 

wo ^ die grösste in j5 enthaltene ganze Zahl bezeichnet. Es wird dann 



(»•) 



e=^v,(T)+4HT)+-+#''(-^) 



= Rip(n')-P^Q. 



Da 



2y)»-2y»i-l 



L_= ^m-\m-i 



1/»» ytn(j/m-|-y»t-l) ym(j/m + yin-l)' 



^Bt, SO ergiebt sich, wenn m = a+1, «+2, . . ., b gesetzt und summirt wird, 
(10.) 0<2|/6-2l/ä- ^ ^ ^ ^2+>^2 



|/a+l |/a-i-2 1^6 V'a+l 
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1,2 

Hieraus folgt, wenn k ^n und e die grösste in -r- enthaltene ganze Zahl ist 



< 2-2,'.--v(«')+Kt)< -Äf < 'v--!'*.- 



2+V|2 _ 2 + ]^2 

setzt man aher 
so wird 



|/^_,/i=_^y -''* 



and demzufolge 



oder 

Multiplicirt man diese Gleichung mit -~ und summirt von k= 1 bis ä = n 
so folgt 

Nach (9.) ist demnach 
Da ferner der Zahlenwerth der Summe 

nie die Grenze \(p(Jä) äberschreitet und sowohl die Grössen 

1 ^ -!- -'- 

' l'2 ' 1'3 ' ■ • •' )'« 
als auch die Grössen 

1 / w* \ 1 / m' \ 1 / n' \ 

eine abnehmende Reihe bilden, so ist nach der /16e/ächen Umformung 

R = BvWI, 

'-^^ ^ |« + 1 ^ ^« + 1 ^' ' 2|'« ' 
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nach (10.) ist aber für 6 = n^ nnd a = and für 6 = fi und a = 

2«-v(n') = |2 + 1^|, 

2l^n-v(«) >0. 
und demzufolge 

(2«-v(»*))Ä = \{l+^f2)<p(M)\. 

Q = |9>(ilf)|. 

Hiernach wird 

(11.) = 2nUi^^+\(2+^l/2)(p(M)+2 + ^2\. 

Keine der Zahlen 

F(l), F(2), F(3), ... 

kann negativ sein. Ist nftmlich nio ein Theiler einer Potenz von M und 
i»! zn Jlf theilerfremd, so ist 

Sind ffi„ »12 zu einander and zu M theilerfremd, so ist 

F(m,nh) = F(m,)F(m2). ' 

Ist aber q"^ eine zu Sf theilerfremde Primzahlpotenz, so ist FCq"*) der Coef- 
ficient von z>" in der Entwickelung des Ausdruckes 

• ■ ■ f * 

1 

(i->)(i-<'») ' 

welcher nur einen der Werthe 

1 1 

(1-s)' ' 1-a' 

haben kann. Insbesondere ist daher für eine gerade Potenz von q immer 

FC^'") ^ 1 

und also auch fUr jede Qoadratzahl 

FC**) ^ 1. 
Demzufolge ist 

> log«, 
Und es folgt ans (11.) 

im ^^ log» (2+i}f2)if(M)+2+n 
^" -^ 2« ' 2n 
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Bestimmt man also « so, dass 
wird, und erwägt, dass nach der ^6e/scheu Umformung 

ist, wenn « > «, so wird von n = s B,n 

log* _ lLi^±(3±ijlM^) 

2* 2* 

Jlog* 
4* * 

6. 

Die Sätze der Abschnitte 2 und 3 sind, wie ich in dem ersten der 
angezogenen Aufsätze gezeigt habe, auch auf die unendlichen Reihen an- 
wendbar, welche bei dem Beweise des DtncA/efechen Satzes gebraucht 
werden, dass jede eigentlich primitive binäre quadratische Form von nicht 
quadratischer Determinante unendlich viele Primzahlen von zulässiger 
Linearform darstellt. 



f' 
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lieber eine Anwendung der Theorie 

der linearen Differentialgleichungen auf lineare 

Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

(Von Herrn L. Vf^ Thomi in Greifswald.) 



Die nachstehende Abhandlung behandelt lineare Differentialgleichun- 
gen zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten. Es wird die Untersuchung, 
ob der Differentialausdruck durch ein System normaler Differentialausdrucke 
sich darstellen lässt und welches diese Darstellung ist, vollständig durch- 
geführt. Sodann wird die Integration solcher Differentialgleichungen im 
Zusammenhange auseinandergesetzt. Hierbei ist die Abhandlung des Ver- 
fassers Bd. 96 dieses Journals zu Grunde gelegt; bei nicht homogenen der- 
artigen Differentialgleichungen soll über den zweiten Theil der Differential- 
gleichung die Voraussetzung gemacht werden, die in der Abhandlung des 
Verfassers Bd. 107 dieses Journals vorkommt. 

In dieser Abhandlung werden zugleich in Nr. 2 III, Nr. 3 1, Nr. 4 1, 
Nr. 5 V in Bezug auf lineare Differentialgleichungen beliebiger Ordnung, 
deren Differentialausdruck durch ein System normaler Differentialausdrücke 
darstellbar ist, weitere Untersuchungen vorgenommen, von denen die in 
Nr. 3 1 enthaltene sich auf die Durchführung dieser Darstellung selbst be- 
zieht, und wesentlich zur Vereinfachung des in Abhandlung Bd. 96 an- 
gegebenen Verfahrens dient. 

1. 

Definition der hier untersuchten homogenen linearen Differentialgleichungen. 

Die vorgelegte Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten sei 

CIO S+/''4x-+/'^s' = o. 

Der Differentialausdruck in (1.) sei durch F2(y, x) bezeichnet. Es ist zu 
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ermitteln, ob FjCy, x) durch ein System 

(2.) r\y, x)^y,, r\y.. x) 

darstellbar ist, wo /^^^ und f^^^ homogene lineare Differentialausdrttcke 
erster Ordnung mit rationalen Coefficienten sind. Der Coefficient der höchsten 
Ableitung in den linearen Differentialausdrücken wird gleich 1 gesetzt. 
Ein solcher Differentialausdruck erster Ordnung ist immer ein normaler d. h. 

derselbe ist unter der Form e'*'^(e"^y, x) darstellbar, wo 0(y, x) ein regu- 
lärer Differentialausdruck (4^ = hat nur reguläre Integrale), die Grösse 
W in dem determinirenden Factor e^^ gleich Null oder eine rationale 
Function ist, die in Partialbriiche zerlegt zum absoluten Gliede Null hat. 

Der determinirende Factor in f^^^ sei e^^^ und es werde 

(3.) e-^'''F,(e'''''y, a:) = 

Ibetrachtet. Diese Differentialgleichung enthält das Integral der regulären 
Differentialgleichung 

(4) e-^V^(ß''^'V, ^) = 0- 

Daher ist bei jedem Punkte im Endlichen und bei a: = cc der charakteristische 
Index in (3.) kleiner als die Ordnung 2. Der determinirende Factor in f^^^ 

sei e^^\ Der Differentialausdruck 

(5.) e-^'^'V.Ce^^^V, x) 

ist dem Systeme gleich 

(6.) e-'^'Y'Ke'^'^y, x) = s, e'''^'Y'\e'^'\, x). 

In e"^^^Y^^^(e^^'^«, x) ist der charakteristische Index bei jedem Punkte im 

Endlichen und bei a? = oo gleich Null, in e'^^^^f^^^^e^^^^^y, x) gleich oder 
kleiner als die Ordnung 1. Der charakteristische Index des Systemes (6.) 
ist bei jedem Punkte gleich der Summe der charakteristischen Indices der 
Bestandtheile. Also ist derselbe auch in (5.) bei jedem Punkte kleiner als 
die Ordnung 2. Es ist mithin die rationale Function W, die in Partial- 
brttche zerlegt, zum absoluten Gliede Null hat, der Bedingung gemäss zu 
bestimmen, dass in 

(7.) e-^F,{e''y, x) 

bei jedem Punkte der charakteristische Index kleiner als die Ordnung 2 
wird. Wenn W in Partialbriiche zerlegt ist, so sei bei einem beliebigen 
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Punkte aj = ö oder x = oc durch fo der Theil bezeichnet, welcher die Glieder, 
die in diesem Punkte unendlich werden, enthält, bezüglich fr = 0. Dann 
stimmen in e''^F2(e^y, x)==0 und in e'^F2(e^y,x) = bei diesem Punkte 
der charakteristische Index und die Exponentengleichung Uberein. to kann 
nur bei einem singulären Punkte von F2(y, j?) = von Null verschieden sein. 
Es sind daher bei jedem singulären Punkte von F2(y, x) = die 
Grössen e"* aufzustellen, wo w gleich Null oder von der Form 

fi n 

2^c_a(a:— o)~\ bezüglich 2:Ct^x'' bei x = oc 
1 1 

ist, so dass in e~'^F2(e'^y, x) = der charakteristische Index kleiner als die 
Ordnung 2 wird. Diese Grössen e*^ sind die fundamentalen determinirenden 
Factoren bei diesem Punkte. 

Ein Product von fundamentalen determinirenden Factoren bei den 
singulären Punkten von F2(y, j?) = 0, wobei auf jeden singulären Punkt 
einer dieser Factoren kommt, liefert dann jede Grösse 6^, so dass in (7.) 
bei jedem Punkte der charakteristische Index kleiner als die Ordnung 2 
wird. (Vergl. Abhandl. Bd. 96 Nr. 5). 



2. 

Ermittelung der fundamentalen determinirenden Factoren. 

Bei einem singulären Punkte x = a (im Endlichen) von F2(tf, x) 
sollen die in Nr. 1 definirten fundamentalen determinirenden Factoren e*^ 
ermittelt werden. Der charakteristische Index bei diesem Punkte sei h. Die 
Aufsuchung der fundamentalen determinirenden Factoren geschieht nach Abh. 
IBd. 96 Nr. 4. 

I. A = 0. 

Bei A = ist nur der fundamentale determinirende Factor 6*^ = 1 
"vorhanden. Die zugehörige Exponentengleichung in e'""F2{f'y^ a:) = ist 

Es . sei jetzt A >> 0. 
Dann wird -^ = « gesetzt, und es ist 

(2.) ^., = e- ^" , A, = «, ^, = »^,+ ^ = 5^+ ''' 



24* 
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Der Ausdruck e~''Fi(e'°y, x) wird folgender 



d*y 



dx 



(3.) 






dy 
dx 






+p 



2 



y- 



Die Differentialgleichung e~"'Fo(e"'y, x) = ist also 



(4.) 



S+<2«+/'')^ + (*'+'''*+''^+i)y 



= 0. 



IL A = 1. 



a) Der fundamentale determinirende Factor e" = 1. Die zugehörige 
Exponentengleichung ist 

+ [^(a.-a)l_=0. 



(5.) 



P. 



'j?=a 



b) Der fundamentale determinirende Factor 

n 

Nach Abb. Bd. 96 Nr. 4 1 wird der dortige Ausdruck (2.) hier 



(6.) 



^+Pu 



dw 



aus welchem für z> = —j— die höchste Potenz von (x—a)"^ und die «— 1 



dx 



niedigeren, die in den Summanden ss, pi vorkommen, ausfallen müssen. Der 
Theil in der Entwickelung von pi nach Potenzen von x — a, der die 
Potenzen von (j?— ö)~^ mit Exponenten ^ 2 enthält, sei durch Pj bezeichnet, 
so wird durch 



(7.) 



P. = a = 



dw 
dx 



die Grösse w gegeben. Der charakteristische Index in e'^^Fi^e'^y, x) = 
wird um 1 niedriger als die Ordnung 2. Die zugehörige Exponenten- 
gleichung ergiebt sich aus (4.) für ^ == — P^. Der Theil in der Entwickelung 



von pi mit negativen Exponenten sei Pi-f 



X — a 



Pi soll in der Ordnung n^ 



unendlich werden. Die Exponentengleichung ist dann 

(8.) -[;;,(x-örG,.«r+|-/;,(x-a)-^c+p,(a:-a)^«^^--j^ 0. 
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III. Ä = 2. 

Pi soll in der Ordnung n^fürx^a unendlich werden, wo n^ = 0, wenn 
Pi nicht unendlich wird; p2 soll in der Ordnung ttj unendlich werden. In 
einem fundamentalen determinirenden Factor e"^ kann w nur von der Form 

2^c_a(x— a)"* sein. Gemäss dem Verfahren in Abh. Bd. 96 Nr. 4 I ergiebt 

sich hier Folgendes. 

Aus dem Ausdrucke 

(9.) ss'^+Pii+P2 

müssen für 



dw 
dx 



« = -^^ «? = J?c_,(a:~ö) ' 



die höchste Potenz von (x-^cl)''^ und die «— 1 niedrigeren, die in den Sum- 
manden z^y pis, p2 vorkommen, ausfallen. Die grösste der positiven Zahlen, 
von denen die letzte jedenfalls grösser als Null ist, 



(10.) n,, ^' 



2 

sei g und trete zuletzt bei dem Zeiger c auf, wo c = 1 oder = 2. 

A) TIi ^ 



2 

Dann ist n^ > 712— tii und n^^n^ ^ 2 (weil h = 2). n^ = g, n^^n^ = g'^*^ 
geben die Werthe des Exponenten n+l in 

(11.) o{x-ay^''''^ 

m dass, wenn die Grösse (11.) in (9.) eingesetzt wird, die höchste Potenz 
von (a:— ö)"^, die in den Summanden von (9.) vorkommt, aus dem Ge- 
sammtausdrucke (9.) ausfüllt. Der Coefficient o wird bei (x—ay^ bestimmt 
durch die Gleichung 

(12.) a-^[p,(x-ayi^, = 0, 

bei (x—ciy^^^^ durch die Gleichung 

(13.) a+[-^(x-o)''"] = 0. 

Es ergeben sich also iwei einfache Hauptpotenzen: 

(14\) a(x-a)-o = -[p.ix-ay'l^X^-ar"'. 

(14\) a^'^x-a)-'^'^ = -{-^(x-a)"'-"'] (x-ay'-"'l 
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Die folgenden Glieder in z sind jetzt durch die bei (9.) angegebene 
Bedingung eindeutig bestimmt (Abb. Bd. 96, Nr. 4 I B). Der Ausdruck 

z^+PiZ+Pz sei durch /"(a) bezeichnet. In — ^^ sei an Stelle von z die 

Grösse (14*.) bezüglich (14**.) eingesetzt, so filllt die höchste Potenz von 
(j?— a)""\ die in den Summanden 2 z, pi vorkommt, nicht aus, deren Coöfficient 
sei bei (14*.) durch K^, bei (14^) durch Ä^ bezeichnet. Mit diesem Coef- 
ficienten ist in dem aus der Bedingung (9.) hervorgehenden Gleichungssysteme 
in jeder folgenden Gleichung ein ^folgender CoefGcient aus ^5 multiplicirt. 
Nachdem z ermittelt ist, sei in f(z) der Coefficient der Potenz von (x—a)"^^ 
deren Exponent um n niedriger als der höchste Exponent von (a?— a)"^ in 
den einzelnen Summanden a', piZ^ p2 ist, bei (14*.) durch C«, bei (14**.) durch 
Ct, bezeichnet. Werden die erhaltenen Ausdrücke für z in die Differential- 
gleichung (4.) eingesetzt, so wird der charakteristische Index um 1 niedriger 
als die Ordnung 2 (Abb. Bd. 96, 1. c, Bd. 76 S. 298, 299). Aus (4.) erfolgt 
die zu (14*.) gehörige Exponentengleichung 

(15'.) K^r+C^^ga = 0, 

die zu (14^) gehörige 

(15\) K,r+C, = 0. 

B) n,^^. 

-^ muss nun ^2 und ganzzahlig sein, damit es einen Werth n+1 des 

Exponenten in o(j?— a)"^""^^^ giebt, so dass, wenn diese Grösse für z in 
(9.) eingesetzt wird, die höchste Potenz von (a?— a)~\ die in den Summanden 
vorkommt, aus (9.) ausfällt. Da A = 2 ist, so kommt die angegebene Be- 

dingung darauf hinaus, dass ~- ganzzahlig sein muss. Wenn diese Be- 
dingung erfüllt ist, so ist durch ^^ = g der Werth des Exponenten «+1 

gegeben. Der Coefficient o ist Wurzel der Gleichung 

(16.) a^+[p,(a:-fl)^]_a+[p,(a:-a)^^]_ = 0. 

a) Die Wurzeln der Gleichung (16.) seien einfach, a^ und 02. Zwei 
einfache Hauptpotenzen: 



(17*.) a,(a?-ö)-^ = a,{x-a) 

(17^) o^ix-a)'^ = Oiix-a) 



Ttt 



n-i 
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Die übrigen Glieder in s sind wieder durch die bei (9.) angegebene Be- 
dingung eindeutig bestimmt. i^+Pi^+pa = /*(«). In ~J— sei an Stelle von 

z eine der Grössen (17.) eingesetzt, so fällt der Coefficient der höchsten 
Potenz von (x— ö)"\ die in den Summanden 2«, pi vorkommt, nicht aus, 
dieser Coefficient sei bei (17\) durch Ä^, bei (17^) durch Kl bezeichnet. 
Nachdem z ermittelt ist, sei in f(z) der Coefficient der Potenz von (a:— ö)"\ 
deren Exponent um n niedriger als der höchste in den einzelnen Sum- 
manden ist, bei (17".) durch C«, bei (17^) auf C'f, bezeichnet. Werden die 
erhaltenen Ausdrücke für z in die Differentialgleichung (4.) eingesetzt, so 
wird der charakteristische Index um 1 niedriger als die Ordnung 2. Aus 
(4.) ergiebt sich die zu (17*.) gehörige Exponentengleichung 

(18*.) «>+c:-^(y, = 0, 

die zu (17\) gehörige 

(18^) Klr+Cl^go, = 0. 

b) Die Gleichung (16.) habe eine zweifache Wurzel a. Eine zwei- 
fache Hauptpotenz: 

(19.) aCx-a)-' = oix-af^. 

n 

tp = ^c_a(x— a)"^ sei gleich c^(a?— o)""''4-fr^'^ gesetzt, wo nun 

(20.) c.,(x-a)-« = -? (a.-a)"^'^"^^. 

— — '- + 1 
2 ^^ 

Es sei der Ausdruck 

(21.) e--'"-"" F^ie'-'-'"-'' y, x) = F^^Ky, x) 



n-1 



gesetzt. Nun ist die Grösse w^^^ = £ c_a(^— ö)~% wo n gegeben ist und 

auch c.(n^]) und folgende Coefficienten Null sein können, so zu bestimmen, 

dass in e~'^^^^Fi^\e'^^^^y, x) der charakteristische Index kleiner als die Ord- 
nung 2 wird. 

Fi^>(y, x) sei 

(22.) "S^+p^'t+p^'y- 
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Gemäss (4.) erhält man 

(23.) pP> = 2o(x-^a)"^+p,, 



TT» !Ll _1 



(24) p^'> = o*(a;-a)-"«+p,a(x-a) '^ +p,-^o(x-o) 

Die Ordnungen, in denen p{'\ pP unendlich werden, seien durch 7i{", tiJ" 
hezeichnet, tiJ*' = 0, wenn p^'' nicht nnendlich wird. Nun ist 

weil (16.) eine zweifache Wurzel hat. Daher ist 7i\^^ < -~- • Ferner folgt 

ans (16.) ni^^<i7i2. Der charakteristische Index h in /^*^(y, a?) sei 2— r, 
so ist T ^ p bei einer (>-fachen, hier zweifachen Hanptpotenz. Daher kann 
A = 0, 1, 2 sein. 

Es wird nun das früher bei F2(y, x) gebrauchte Verfahren jetzt auf 
den Ausdruck FV^(f/,x) angewandt. 

a) A = 0. 

Gemäss I wird «?^^^ = 0, die Exponentengleichung entsprechend (1.). 
Ebenso, wenn der Punkt a in FP(y, x) = nicht singulär ist. 

/?) A=l. 

Gemäss II a) «?^^^ = 0, die Exponentengleichung entsprechend (5.). 

Gemäss IIb). An Stelle von (6.) tritt hier der Ausdruck 

(25.) z+p\'\ 



rffrCO 



n-l 



n. 



« = -^ — , 11?^*^ = 2^ c_a(x— a)"'', n—1 gegeben gleich -^—2, c^^n-i) imd 
folgende Coefficienten dürfen Null sein. Da ^i^^^ -9' — 1 ist, so erfolgt 
aus IIb) der höchste Exponent von (x — a)'^ in -j— gleich oder kleiner 

als —^ — 1. Es ergiebt sich also aus IIb) ein brauchbarer Ausdruck ir^*^ 

und die zugehörige Exponentengleichung. 

y) A = 2. 

u)^^^ kann nicht gleich Null sein. An Stelle von III (9.) tritt hier 
der Ausdruck 

(26.) i^+pO)^+p(i)^ 
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« = -^^, u)^'^=- 2 c^^ix-ay^ «-1 gegeben gleich -y--2, c-(«-i) und 

folgende Coef&cienten dürfen Null sein. Es treten nun folgende Fälle ein 
entsprechend IIL 

In Bezug auf n^^^ und n^^ sei die der Bedingung in III, A) ent- 

sprechende Bedingung erfüllt. Dann ist y^— 1 ^^ip^ >7i^^^— 7i{^\ Daher 

giebt das Verfahren III, A) bezogen auf F^^^(y, x) zwei brauchbare Aus- 
drücke von «?^^^ und die zugehörigen Exponentengleichungen. 

In Bezug auf n[^^ und n^^^ sei die der Bedingung in III, B) entsprechende 

Bedingung erfüllt. Dann ist die dortige Grösse g gleich -^. Für die 
positiven ganzen Zahlen -^ und — |— gilt die Relation ^ — 1>-J • 

Der höchste Exponent von (x—a)~^ in « = -^—erhält daher durch g = ^ - 

einen brauchbaren Werth. Ist nun weiter die Bedingung III, B, a) erfüllt, 
so erhält man zwei Ausdrücke von to^^^ und die zugehörigen Exponenten- 
gleichungen. Ist die Bedingung III, B, b) erfüllt, so hat F^^^(y, a:) = eine 
zweifache Hauptpotenz 

(27.) o\x-a) ' . 

Dann wird 

(28.) ^'''=—J-, (^-«) ' +«>''' 

gesetzt, und zur Bestimmung von w^^^ ist nun wieder wie oben bei (21.) 
zu verfahren. — 

Der höchste Exponent von (x—a)~^ in —^ — wurde in dem Vorher- 

9t 

gehenden gleich oder kleiner als der höchste zulässige Werth -^ — 1 be- 
funden. Diese Eigenschaft, die hier direct nachgewiesen ist, beruht auf 
einem allgemeinen Satze. Nämlich der Ausdruck Abh. Bd. 96 No. 4 (12.) 
liefert überhaupt nur Hauptpotenzen a'(a:— «)"*', in denen v ^n ist. Mit 
diesem Ausdrucke fallen die hier betrachteten Ausdrücke (25.), (26.) zusam- 
men. Denn die Ordnung, in welcher dort p^JL^+a unendlich wird, ist 
höchstens um a(fi + l) — 1 höher als in p^^L^, weil bei einer p-fachen Haupt- 

potenz in Vj, — (6 = 0, ..., p — 1) für « = cr(a;-o)"^*+'> die höchste 
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Potenz vou (x—ay^ die in den Sammanden -^-r? Pi — ri — ^t^« vorkommt, 

aus dem Gesammtansdrueke ausfällt; dagegen in --^~ — dieses nicht 

der Fall ist. Die dem Ausdrucke Abh. Bd. 96 No. 4 (12.) entsprechenden 
Zahlen l. c. (5.) sind daher höchstens n+1 — 1, »+1—4^, n+1— ^ etc., 
woraus die Richtigkeit der Behauptung sich ergiebt. — 

Es ist nun noch zu untersuchen, was eintritt, wenn der Fall, dass 
der charakteristische Index gleich 2 ist und dabei eine zweifache Haupt- 
potenz auftritt (III, B, b), sich fortwährend wiederholt. Diese Untersuchung 

kommt schliesslich darauf hinaus, dass in (19.) V =2 gesetzt wird. Es 

Jh. 

ist 2a+[pi{x—a) ^ ] = 0, also tij = -^ = 2. Demnach ist der höchste Ex- 
ponent von (x—a)"^ in dem Ausdrucke 2z+pi gleich oder kleiner als 1, 
in dem Ausdrucke &^+PiS+p2 gleich oder kleiner als 3. Daher wird der 
charakteristische Index in (4.) entweder oder 2. 

Also ist in allen Fällen^ wenn überhaupt ein fundamentaler determini- 
r ender Factor in F2(y, a:) = bei dem singulären Punkte x ^ a f^or kommt ^ die 
Gesammtanzahl der Wurzeln der zu den fundamentalen determinirenden Factoren 
bei X = a gehörigen Exponentengleichungen gleich zwei. 

IV. Es soll nun untersucht werden, wie die Constanten in w in 
einem fundamentalen determinirenden Factor e"^ und die Wurzeln der zuge- 
hörigen Exponentengleichung in e""' F2(e'" y , x) = aus den gegebenen Con- 
stanten in den Entwickelungen der Coefficienten pi und p2 nach Potenzen 
von x^a hervorgehen. 

Fall I. A =; 0. Dort ist lo = 0, die Wurzeln der Gleichung (1.) sind 
rationale Ausdrücke der gegebenen Constaiiten und einer Quadratwurzel aus 
einem rationalen Ausdrucke gegebener Constanten, die auch wegfallen kann. 

Fall II. A=l. Bei a) ist m? = 0, die Wurzel von Gleichung (5.) 
rational durch die gegebenen Constanten ausgedrückt. Bei b) sind die Con- 
stanten in w und die Wurzel der Gleichung (8.) rationale Ausdrücke der 
gegebenen Constanten. 

Fall 111. k = 2. Bei A). Die Constanten in den beiden Grössen w 
gemäss (14.) etc. und die Wurzeln der Gleichungen (15.) setzen sich rational 
aus den gegebenen Constauten zusammen. Bei B, a). Die Constanten in 
den beiden Grössen w gemäss (17.) etc. und die Wurzeln der Gleichungen 
(18.) sind rationale Ausdrücke der gegebenen Constaiiten und einer Quadrat- 
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wnrzel aus eiDem rationalen Aasdrucke gegebener Constanten, die auch 
wegfallen kann. Bei B, b). Der Coefficient a in (20.) wird rational durch 
die gegebenen Constanten ausgedrückt, daher ebenso die Constanten in dem 
Differentialaasdrncke Fi^^(t/, x) (22.). In Bezug auf letzteren Diflferentiali- 
ausdruck treten nun wieder dieselben Fälle ein. 

Es hat sich also Folgendes ergeben: 

Die CoHstanten in den Grössen w in den fundamentalen determinirenden 
Factoren e"^ und die Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen bei dem 
einzelnen singulären Punkte sind entweder rationale Ausdrücke der gegebenen 
Constanten oder rationale Ausdrücke dieser Constanten und der Quadratwurzel 
aus einem einzigen rationalen Ausdrucke der gegebenen Constanten. 

V. Es sind nun die fundamentalen determinirenden Factoren und 
zugehörigen Exponentengleichungen bei x = oc anzugeben , wenn dieser 

n 

Punkt in F2(j^, a?) = singulär ist. Die Grössen e'\ u? = oder =^c,x'* 

1 

sind aufzustellen, so dass in c~*^F2(e"'y, a?) = bei x = c» der charakteristiche 
Index kleiner als die Ordnung 2 wird. Durch Substitution von x = /*"* 
wird F^{y,x)^{-eyF[{y,t), w(t-') ^ w\ und es geht e''' F^ieT g , x) in 
(-/7e-"'F2(e"''iy, über. Es ist nun, wenn der Punkt / = in F!,(jf, /) = 
singulär ist, w so zu bestimmen, dass in e'""' F'-^^e'"' y , /) = bei / = der 
charakteristische Index kleiner als die Ordnung 2 wird, und die zugehörige 
Exponentengleichung aufzustellen. Dann sind w(ar^) = w und dieselbe 
Exponentengleichung die gesuchten Elemente. Man kommt also auf die im 
Vorstehenden gegebene Behandlung bei einem Punkte im Endlichen zurück. 

3. 

Zerlegung des Differentialausdruckes zweiter Ordnung. 

I. Der Differentialausdruck Nr. 1 (1.) F-i^y, x) 

mit rationalen Coefficienten soll durch ein System homogener linearer 
Differentialausdrucke erster Ordnung mit rationalen Coefficienten 

(2.) r{y, x) = y„ rKy,, x) 

darstellbar sein, wo alsdann gemäss No. 1 

(3-.) rKy> ^) = e-^'^*.(e-»'^'V, ^), 

25* 
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normale Differentialaasdrttcke sind. Jeder der determinirenden Factoren 
gvO)^ giF(*) jgj jj^^jj j^^ j gjjj Product von fundamentalen determinirenden 
Factoren bei den singulären Punkten von FaCy, x) = 0, von denen auf jeden 
dieser Punkte ein Factor kommt. Es ist also für die Zerlegbarkeit von 
F2(yy x) zunächst noth wendig, dass sich nach No. 2 bei jedem singulären 
Punkte von F2(y, x) = Q ein fundamentaler determinirender Factor ergeben 
habe. Dann war die Gesammtanzahl der Wurzeln der zu diesen Factoren 
gehörigen Exponentengleichungen bei diesem Punkte gleich zwei. Die 
fundamentalen determinirenden Factoren bei einem singulären Punkte von 

F{y, a:) = seien durch e""^^^ und e''^''\ die zu e""^^^ gehörige Wurzel der 

{^xponentengleichung durch BS^^^ die zu e"" gehörige durch ß^^^ bezeichnet; 
falls nur ein fundamentaler determinirender Factor vorhanden ist, so wird 

derselbe durch e""^^^ = e*^^^^, die eine Wurzel der zugehörigen Exponenten- 
gleichung durch RS^^y die andere durch RP^ bezeichnet. Die singulären 
Punkte von F^iy^ a:) = im Endlichen (falls solche Punkte vorkommen, 

was z. B. nicht der Fall ist, wenn F2 durch das System -^+^!^ = yiT 
- .^'-+iVy„ wo My N Polynome von x sind, gegeben ist) seien durch o^ bis 

a., die zugehörigen Grössen e^^'\ e''^'\ R^'\ ß('> durch e"^'^, e'^'\ Ri'\ Äf> 
(a = l, ...,;f) bezeichnet, die zu a?==cx), wenn dieser Punkt singulär ist, 

gehörigen durch 6*^^ , e"'*^^ R^J^\ Ä^^^, und wenn o? = 00 nicht singulär ist, 
so seien die Wurzeln der Exponentengleichung bei a; = 00 durch R^2\ ^«^ 
bezeichnet. 

Es sei nun aus den fundamentalen determinirenden Factoren e"'^*^ von 
denen auf jeden singulären Punkt von F>(yy x) = einer kommt, ein Pro- 

duct e^^^^ gebildet. Dann wird 

(4.) e-"'^^^F,(^"''V, ^) = G,(y, x) 

gesetzt. In Gi^y, x) ist jetzt bei jedem Punkte der charakteristische Index 

kleiner als die Ordnung 2. In e^^'^'^F^Cc^'^'V. ^) = und e-^^'V^C^'^^'V, a:) = 
stimmen bei dem betreffenden Punkte charakteristischer Index und Expo- 
nentengleichung überein, die Exponentengleichung ist in No. 2 aufgestellt. 
Es ist daher bei jedem singulären Punkte von FjCy, j?) = die Exponenten- 
gleichung von GaCy, a:) = bereits gegeben, deren Wurzeln haben die in 
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Nr. 2 angegebene Beschaffenheit. Ein nichtsingnlärer Punkt von F2(y, a:) = 
ist auch nichtsingnlärer Punkt von 62 (y, ^) = 0. 

Nun soll untersucht werden, ob 62(1/, x) durch ein System darstell- 
bar ist 

(5-) -S- + /'"V = *, t+9s, 

WO -A^+P^^^y ein regulärer Differentialausdruck. Dieses geschieht nach 
Abh. Bd. 96 Nr. 6. 

Die Wurzel der Exponentengleichung von -^+p^^^y =^0 bei einem 
beliebigen Punkte ist auch Wurzel der Exponentengleichung von G2(y, x) = 0. 
Die Exponentengleichung von -j- +p^*^y = bei x^a ist 

(6.) r-^r[p'%x-^a)\^^ = 0. 

Wird p^^^ in Partialbrtlche zerlegt, so ist der Coefficient von (a = 1, ..., x) 

daher gleich — ßi^\ (ßS^^ kann auch Null sein). pP^ kann noch ml (^ ^ 0) 
anderen Punkten unendlich in erster Ordnung werden, dieselben seien ö^+i 
bis a^^i, diese Punkte sind in Giiy, o;) = nicht singuIär. Daher wird p{^^ 



(7.) pp> = 2---^+ :^ 



1 X— Oft »+i a?— a^, 

Wenn ^2(2^^ sr) = im Endlichen keine singulären Punkte hat, so fällt in 
(7.) der Ausdruck 2 fort. Die Punkte 0^(0 = ^+1,...,^+^ sind in 

j^+J»^^^y = ausserwesentlich singulär, daher ist 



ix 



,gx _2' ""^ - ^lög^C^) 



»+1 a; — da da? 



wo 4^(j?) eine ganze rationale Function von x, deren Grad t = — 2^ a, ^ 

ist. ^{x) kann nur in erster Ordnung in einem Punkte verschwinden, da 
derselbe im G2(y,x) = nicht singulär ist. Um x zu bestimmen, wird in 
(7.) X = r^ gesetzt, wodurch 

(9.) . = -iRü'-ii:^] 

hervorgeht. Die Exponentengleichung von -^-ip^^^y — O bei aj = oo ist 

(10). ,- [J^pl] = 0. 
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Daher wird der Ausdruck von r 

(11.) T= -iÄO)-fiO). 

Es ist also für die Zerlegbarkeit von t\{yyX) noth wendig, dass fllr den 
Ausdruck rechts in (11.) ein ganzzahliger Werth gleich oder grösser als 
Null besteht. 

Hier wird nun weiter folgende allgemeine Bemerkung in Bezug auf 
einen homogenen linearen Diflferentialausdruck beliebiger Ordnung mit ratio- 
nalen Coefficienten gemacht, welche für die Vereinfachung der Untersuchung, 
ob ein solcher Ausdruck sich in ein System normaler Differentialausdrucke 
zerlegen lässt, von Wichtigkeit ist. 

Gemäss Abh. Bd. 96 Nr. 3 (12.) besteht nachstehender Satz: 
Der homogene lineare Differentialausdruck iwter Ordnung F„,(y, x) 
mit rationalen Coefficienten sei durch das System 

(12.) F„,_,(y, x) = s, f,(8, x) 

darstellbar, wo F^.^ und fj, ebenfalls solche Ausdrücke (m— &)-ter und Ater 
Ordnung sind, alle mit dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1. 
Nun wird der Ausdruck e"'^F^(e*'y, x) durch das System 

(13.) e--F„^.,{e-y, x) = s\ e'^^f^^ee^ x) 

gegeben. Hieraus folgt bei einem beliebigen Punkte im Endlichen oder 
ar = cx>: Wenn e** ein fundamentaler determinirender Factor von F,^ ist, so 
auch von wenigstens einem der Bestandtheile in (12.) F^^^ oder /^ und um- 
gekehrt. Bei diesem Punkte sind die Wurzeln der Exponentengleichung von 
e'""'F,„«jt(ß*'yj^) = und die der Exponentengleichung von e~'^^(^"'* ^ ^) = 0, 
letztere nachdem ein und dieselbe ganze Zahl hinzuaddirt ist, zusammen 
die Wurzeln der Exponentengleichung von 6"'"F^(e"'y, x) = 0. 

Ferner ist bei einer regulären Differentialgleichung die Summe der 
Wurzeln der Exponentengleichungen bei y, Punkten im Endlichen, unter 
denen die singulären sich befinden, und bei dem singulären oder nicht sin- 
gulären Punkte rr = c» ganzzahlig (vgl. Abh. Bd. 96 S. 262). 

Es sei nun F,„(y, x) so in ein System homogener linearer Differential- 
ausdrlicke mit rationalen Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten 
Ableitung gleich 1 zerlegbar 

(14.) r\y, o:) = f,, r\y..x)^y, ^Kv.-.. x). 

dass ein System iS normaler DifferentialausdrUcke an der Spitze steht; die 
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Ordnaug dieses Systemes S sei iV ^ m. Bei F^(y, x) sollen bei den 
singulären Punkten im Endliehen and bei dem singalären oder nicbtsiugu- 
lären Punkte a; = cx> die fundamentalen determinirenden Factoren und die 
Wurzeln der zugehörigen Exponentengleichungen aufgestellt sein, diese 
Wurzeln seien durch R bezeichnet, ihre Anzahl bei einem solchen Punkte 
ist ^ m (Abb. Bd. 96 Nr. 4 IL). Gemäss den Angaben bei (13.) lassen sich 
bei jedem dieser Punkte iV der Wurzeln R so mit den Wurzeln der Ex- 
ponentengleichungen in den regulären Differentialausdrücken, die zu allen Be- 
standtheilen des Systemes S gehören, paaren, dass die Elemente eines Paares 
bei demselben fundamentalen determinirenden Factor vorkommen und sich 
nur um eine ganze Zahl unterscheiden. Bei einem nichtsingulären Punkte 
von F^ = sind gemäss den Angaben bei (13.) die Wurzeln der Exponenten- 
gleichungen in den vorhin genannten regulären Differentialausdrucken ganz- 
zahlig. Unter Hinzunahme des Vorhergehenden folgt nun: Die Summe 
derjenigen Wurzeln R bei allen singtdären Punkten im Endlichen von F^(y, x) 
und dem Punkte or = oc, die bei der genannten Zuordnung auf einen Bestand- 
theil des Systemes S kommen, ist ganzzahlig. 

Demnach ist bei der versuchsweisen Aufstellung der determinirenden 
Factoren der Bestandtheile des Systemes S zu beachten, ob die Wurzeln 
R sich dem angegebenen Satze entsprechend gruppiren lassen. 

Nun sei iV= wi, also F^(t/yx) durch ein System normaler Differential- 
ausdrücke darstellbar. Dann erstreckt sich diese Gruppiruug auf die 6e- 
sammtheit der Wurzeln R. In dem regulären Differentialausdruck, der zu 
dem ersten Bestandtheile des Systemes gehört, kommen bei allen singuläreu 
Punkten im Endlichen von F^(y, x) und bei a: = oc Exponentengleichungeu 
vor, deren Wurzeln selbst sich unter den aufgestellten R bei demselben 
fundamentalen determinirenden Factor an dem betreffenden Punkte vorfinden. 
Werden diese Wurzeln aus den aufgestellten R herausgenommen, so muss 
die Summe aller übrig bleibenden Wurzeln R eine ganze Zahl sein. 

Dieser Satz findet nun bei den homogenen linearen Differentialaus- 
drUcken zweiter Ordnung immer Anwendung, da, wenn ein solcher Ausdruck 
durch ein System Nr. 1 (2.) sich darstellen lässt, die Bestandtheile dieses 
Systemes normale Differentialausdrücke sind. 

Gemäss (11.) ist es für die Zerlegbarkeit ton Fi(^y, x) unter der Form 
(2.) nothwendig, dass — Jl R[^^ — R^^^ eine ganze Zahl gleich oder grösser als 
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X 

NuU ist, und es hat sich nun weiter ergeben, dass 2!R?^+R^^ eine ganze 

Zahl sein muss. 

Es ist also zunächst zuzusehen, ob die Wurzeln R sich diesen Be- 
dingungen gemäss gruppiren lassen. 

Nun wird weiter die ganze rationale Function ^(x) (8.) bestimmt 
nach dem Verfahren Abh. Bd. 96 Nr. 6. 

Man kann hier voraussetzen, dass wenigstens bei einem singulären 
Punkte von F2(y, a?) = zwei von einander verschiedene fundamentale 
eterminirende Factoren vorhanden sind; die zugehörigen Exponenten-e 
dgleichungen sind dann ersten Grades. Denn wenn bei jedem dieser Punkt 
nur ein fundamentaler determinirender Factor besteht, dessen zugehörige 
Exponentengleichung alsdann zweiten Grades ist, so ist Fi^y, x) ein nor- 
maler Differential ausdruck. Dann kommt die Integration von F2(y, a?) = 
auf die einer regulären Differentialgleichung zweiter Ordnung hinaus, deren 
Integrale mit dem determinirenden Factor zu multipliciren sind. Aber auch 
dieser Fall ist im Folgenden mit aufgenommen, indem dann nur voraus- 
gesetzt wird, dass wenigstens bei einem singulären Punkte von F2 (y, o?) = 
die beiden Wurzeln der zu dem fundamentalen determinirenden Factor ge- 
hörigen Exponentengleichung sich nicht um eine ganze Zahl unterscheiden. 

Es giebt alsdann wenigstens einen singulären Punkt in Ö2(y, x) = 0, 
bei welchem die formelle Entwickelung des regulären Integrales, welches 

-^^P^^^y — ö erfllllt, aus G2(y, a?) = vollständig bestimmt ist. Die in diese 
Entwickelung eingehenden Constanten sind rational durch die Constanten 
in 62(9^ ^) und den Exponenten ausgedrückt. Aus dieser formellen Ent- 
wickelung des Integrales erfolgt die formelle Entwickelung von p^^^ bei 
dem betreffenden Punkte. Alsdann wird aus (7.) gemäss Abh. Bd. 96 Nr. 6 
(12.) oder (15.) die ganze rationale Function 0(rr) rten Grades, wo z durch 
(11.) gegeben ist, direct bestimmt Die Constanten in 4^{x) setzen sich 
rational aus den Constanteu in G^iy, x) und den Grössen BS^^ zusammen. 
Das Product {x'-a^){x—a-^...{x--a^ sei gleich (p(x) gesetzt {(p(x)=^\ bei 
;f = 0). Es ist gemäss dem oben (nach (8.)) Bemerkten zu prüfen, ob die 

Polynome ^{x) und — ~— keinen gemeinschaftlichen Theiler haben. Es 

ist ferner zuzusehen, ob die Polynome cp(x) und ^(x) keinen gemeinschaft- 
lichen Theiler haben (vgl. II), entsprechend der Annahme, die über die 
Punkte a^+i bis a^^x gemacht war. 
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Damit ist Dun 

ermittelt Der Differentialaasdmck G2(yf x) sei 

Dann ist zor Zerlegung von Gi(y, x) in das System (5.) nothwendig nnd 
hinreichend 

Und dieses kommt auf die eine Bedingangsgleichnng^ hinaas 

(18.) P. = -^+pC.)(/>^_;,(1)). 

IL Nachdem der Differentialaasdrnck (4.) Gaiy, x) durch das 
System (5.) dargestellt ist, soll nun der Differentialausdruck (1.) FjCj^, x) 
durch das System (2.) ausgedrückt werden. Der Differentialausdruck 
f^'\y, x) in (2.) ist 

Es ist nun der Differentialausdruck /"^^^(y, x) in (2.) zu bestimmen. 
Aus den Angaben bei (13.) angewandt auf das System (2.) folgt: Bei einem 

singulären Punkte von F2(y, a?) = ist e"*^^^ fundamentaler determinirender 
Factor in /^^^y, x). Die Wurzel der Exponentengleichung in 

ist die Grösse R^^^, von welcher eine ganze Zahl subtrahirt ist. Bei einem 
nicht singulären Punkte von FzCy, x) = ist e" = 1 fundamentaler deter- 
minirender Factor in f^^\y,x). 

Daher ist der Differentialausdruck f^^^df^ x) ein normaler Differential- 
ausdruck und dessen determinirender Factor das Product der fundamentalen 

determinirenden Facto ren e"'^'\ dasselbe sei durch e^^^ bezeichnet. Bei den 
Punkten a^ (a = 1, ..., ;?), den singulären Punkten von F2(t/, x) = im End- 

_ (2) (2) 

liehen, ist die Wurzel der Exponentengleichung in e **" /^^\e**" y^ ^) = 
Äf^— ^«- Die ganze Zahl g^ ist nach Abb. Bd. 96 Nr. 2 IIb dadurch bestimmt, 
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dass g^ die grösste der in e ** f^^\e " y, a:) zu den Coefficienten, die nach 

Potenzen von aj—a« entwickelt sind, gehörende Zahl ist. Wenn -^ — h ' 

für 05 = in der Ordnung y« unendlich wird, wo y« ^ 0, so ist g^ die 
grösste der beiden Zahlen 1 und v^. 

Der Coefficient von y in /^*^(y,a?) sei durch P, der in f^'^^iy^x) 
^urch () bezeichnet, so ist gemäss (1.) und (2.) 

(20.) p, = P+Q. 

Ferner wird (>H — ^^ — für ar=c» gleich Null. Wird nun 

(21.) g^-i^-i ^^^^-g» + äHH.) 

gesetzt, so ist die rationale Function iS fUr x=^a^ ((^=1, •••, ^) endlich, 

ebenso (gemäss (20.)) für ar = a^ (a = x4- 1, . . ., ;f+A) und jeden anderen 

Punkt im Endlichen und wird fUr a; = cx) gleich Null, dieselbe ist also 
IJull. Demnach wird /^^^(^i, x) in (2.) 

Wenn F2(y^ o?) im Endlichen keinen singulären Punkt hat, so fällt in (19.) 

und (22.) der Ausdruck 2 weg. Ist F2(tf,x) ein regulärer DiflFerential- 

ausdruck, so ist W^'^ = W^'^ = 0. 

III. Die Differentialgleichung F2(y^ a;) = enthalte das Integral 
einer homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung mit rationalem 

Coefficienten (der Coefficient von -^ gleich 1) g(y, o?) = 0, so ist (vgL 

Abh. Bd. 96 Nr. 2 (9.) oder Nr. 7 (8.)) F^iy, x) durch das System 

(23.) g(y, x) = s, h(s, x) 

darstellbar, wo h{s^ x) gleichfalls ein solcher Differentialausdruck mit ratio- 
nalem Coefficienten ist; g und h sind dann normale Differentialausdrttcke 
(Nr. 1). Für F2(y, x) sei durch I und II eine Zerlegung in das System (2.) 

(24.) r\y, X) = y„ r(y,, x) 

ermittelt. Es ist zu untersuchen, ob F^ {y, x) = ausser dem Integral von 
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/^*^(y, a?) = dasjenige einer zweiten homogenen linearen Differential- 
gleichnng erster Ordnung mit rationalem Coefficienten y(y, x) = enthält. 
V(sii ^) ^i^t ein normaler Differentialausdruek, der determinirende Factor 
desselben sei e^. Das reguläre Integral aus e'^^yCe'^y, ar) = erfüllt 

(25.) e-'^r\e''y,x)==y[, e-^rKe^^Vu x) = 0. 

Daher \At e~'^f^^\e^y,x) ein regulärer Differentialausdruck, also H^= W^^\ 
Die Wurzeln der Exponentengleichungen von e~'^q)(e^y, x) = und 
e''^f^^^(e^y, a?) = bei irgend einem Punkte unterscheiden sich nur um 
eine ganze Zahl, gemäss (25.). Wird (p(ff, x) für g(jij x) in (23.) genommen, 
so ergiebt sich aus dem Vorhergehenden und den Angaben bei (13.): 

Bei jedem singulären Punkte von F2{y,x) ist in <p{y,x) der funda- 
mentale determinirende Factor e**^^^; die Wurzel der zugehörigen Exponenten- 
gleichung in e~*'^*^9)(e"'^^^y, oj) = (ebenso bei a: = c», wenn dieser Punkt 

nicht Singular in F^ ist Ä^^\ nur wenn e*^^^ = c*^^^^ und BS^^ sich von 
Ä^^^ nur um eine ganze Zahl unterscheidet, ist diese Wurzel R^^^ oder ß^^\ 
Gemäss I hat daher (p(ti^ x) den Ausdruck: 

wo Äa eine ganze Zahl, die nur dann von Null verschieden sein kann, 
wenn bei einem Punkte öa w?^*^ = w^P, R^p und RP sich nur um eine 
ganze Zahl unterscheiden; dann ist k^ gleich Null oder R^ — R^. ^i(x) 
ist eine ganze rationale Function von Xy deren Grad auch Null sein kann, 
die nicht in einem Punkte 0^ (a = l, ...,;f) verschwindet. 

Es ist also nun mit diesen Elementen zuzusehen, ob ein der Grösse r 
(11.) entsprechender Werth besteht und im Uebrigeu das Verfahren aus I 
einzuschlagen. 

Die Differentialgleichungen /^^^(y, rr) = und 5p(y, a:) = bilden 
dann einen Verein von Unterdifferentialgleichungen der ursprünglichen 
Differentialgleichung F^iy, a?) = (Abh. Bd. 96 S. 229). Wenn W^'^ von W^ 
verschieden ist (Hauptunterdifferentialgleichungen), so kann F2(ffy a?) = 
ausser den Integralen von f^^^ = und y = nicht dasjenige einer anderen 
homogenen linearen Differentialgleichung erster Ordnung mit rationalem 
Coefficienten enthalten (1. c. oder Abh. Bd. 83 S. 100). Vgl. hier Nr. 4 II. 

26* 
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4. 

Beispiele. 

I. Es 6oU ein DifferentiaUasdnick F,^, x) darch ein BolcheB Syetem 

(1.) rKy. ^) = yu r(jyu ^), 

wo /^^^, f^^^ normale DifferentialansdrUcke erster Ordnung sind, dargestellt 
werden, dass die Differentialgleichung F^(y, x)^0 neben dem Integral von 
f^^Ky,x) = nieht das Integral einer zweiten homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichnng erster Ordnung mit rationalem Coefficienten enthält 

Das hier angewandte Verfahren wird am ttbersichtlichsten, wenn 
dasselbe bei linearen Differentialaasdrttcken beliebiger Ordnung dar- 
gestellt wird. 

Im Endlichen seien die Punkte aa(a=l^...^x) angenommen, bei jedem 
derselben und bei x = oo zwei von einander verschiedene fundamentale 

determinirende Factoren e'^^^^ und e"^^^ das Product der Grössen c"^^^ sei e'^*^ 

das Product der e"^^^ sei 6^^\ Die regulüren DiflferentialausdrUcke *m(y, x) 

mter Ordnung und y^niy^ ^) »ter Ordnung sollen im Endlichen nur singulare 
Punkte haben, die unter den Punkten a^ (a = 1, ..., ;?) sich finden, diese Diflfe- 
rentialausdrUcke sollen unzerlegbar sein, was nach Abb. Bd. 96 Nr. 7 III 
bewerkstelligt werden kann. Es werden die normalen DiflferentialausdrUcke 
gebildet 

(2-0 e^'''^^(e'''''y, x) = ^^(t,, x\ 

(2^) e'^^Vn(e-'^''V, x) = xp^y, x), 

alsdann wird der Diflferentialausdrnck F,„^^(y, x) durch das System 

(3.) *„,(», a?) = y,, i//„(y,, x) 

gegeben. 

Pm-^iyjx) hat nun gerade die Punkte ö« (a=l,...,;f) und x = oo 

zu singulären (bei jedem derselben ist der charakteristische Index wenigstens 

eines der beiden Bestandtheile von (3.) gleich der Ordnung). Bei jedem 

.dieser Punkte gilt nach den in Nr. 3 bei (13.) geroachten Angaben Folgendes: 

e^^^^^Fm^iß^^^^y^x) hat eine Exponentengleichung, deren Wurzeln mit denen 

der Exponentengleichung in 0^ übereinstimmen, e'^^^^F^^^^e^^^y^x) eine 

Exponentengleichung, deren Wurzeln die der Exponentengleichung in %p^ 
sind, nachdem eine und dieselbe ganze Zahl hinzuaddirt ist. Bei einem 
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Punkte a^ (a =: 1, . . ., x) ist diese Zahl g^ die griteste der zu den Coef&cienten 

in e-'^'^^^Cc^'V^ ^) bei diesem Punkte gehörigen Zahlen (Abh. Bd. 96 
Nr. 2 II). Wird tr^^^— tp^*^ in diesem Punkte in der Ordnung y^ unendlich, 
so ist 9a'='^(^a+l)- Bei a[;»oo ergiebt sich jene hinzuzuaddirende ganze Zahl 
y in folgender Weise, x = r\; alsdann wird F.M^(jf, x) =* (— O^'^^K+^Cy» 
gesetzt, entsprechend bei*«, *^ und V'n^ i^,, ferner l'''^"'tfjl(l^'^8,t) = tpli(s,t) 
und entsprechend bei v^l, so folgt, dass F^^^(tf, f) durch das System 

dargestellt wird. Die Wurzeln der Exponentengleichung von xp'^ bei < = 

sind die von tpl, nachdem zu letzteren —2m addirt ist. Die grösste der 

zu den Coefficienten in 6-'^'^^'""'>*l(e^^'^^'"*>y,/) bei / = gehörigen Zahlen 
ist| wenn ir^^^— ip^'^ bei x = oo in der Ordnung q unendlich wird, m((>-fl). 
Daher ist y = «((>+ 1)— 2«. 

Bei den Punkten a^ (a^^ 1, ...,;() und x = oo seien die Wurzeln 

der Exponentengleichungen in e^^^^^F^^^e^^^^y^x) durch R^^^ bezeichnet, 
deren Summe durch JSR^^K Nun ist die Summe der Wurzeln der Ex- 
ponentengleichungen bei denselben Punkten in xp^ einerseits gleich 

da unter den x Punkten a^ sich die singulären Punkte von rp„ im End- 
lichen befinden, andererseits nach dem Vorhergehenden gleich 

2:R^^^^n{2:g, + r), 
also 

(4.) :s:ßw-«(ij,,+y) = c;,-!)^^!^!).. 

Wenn nun F^+^=0 die Integrale noch einer anderen homogenen linearen 
Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten als *„ == enthält, so kann 
diese andere Differentialgleichung kein Integral von *;„ = enthalten, weil 
^^ nnd rp^ unzerlegbar. Es muss dann der Differentialausdruck dieser 
zweiten Differentialgleichung nter Ordnung V^ sein und ein normaler Diffe- 

rentialausdmck mit dem determinirenden Factor e^^^^; ferner kann in einem 
Systeme von zwei normalen Bestandtheilen, welches F^^ darstellt, V^ an 
die Spitze gestellt werden und der zweite Bestandtheil enthält den deter- 
minirenden Factor e""^'^ gemäss Abb. Bd. 96 Nr. 8 I A. (Für F^Cy, x) ist 
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das Voratehende in Nr. 3 III direct g^ezeigt). Ans der hierans hervor- 
gehenden Darstellnng von e"^'^^^F«^.^(e^^^^y, ar) folgt, dass die Wurzeln 

derExponenteügleichnngenin6-'^'V^(e'*^'Vy^) «"d e''^'^F^+,(e'^'V> «) *^i 
jedem der Punkte äa (a= 1, ...,^) und a? = oo Übereinstimmen. Ferner er- 

giebt sich, dass die in Abh. Bd. 96 Nr. 6 (11.) angegebene Zahl r, 

(5.) T = (;f^l)- "^Y^^ -^R^'^ ■ 

eine ganze Zahl gleich oder grösser als Null sein muss. Letzteres ist aber 
wegen (4.) nicht der Fall. 

Also kann F,„^(y, x) = 0, wo F^+n(y, x) durch das System (3.) ge- 
geben ist, nicht die Integrale einer anderen homogenen linearen Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten als ^«(y, x) = Ö enthalten. 

IL Eine Differentialgleichung FzCy, a;) = 0, welche die Integrale 
von zwei homogenen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung mit 
rationalen Coefficienten enthält (Unterdifferentialgleichungen), bildet man 
nach dem allgemeinen Verfahren (Abh. Bd. 96 Nr. 7 I) zur Herleitung der- 
jenigen homogenen linearen Differentialgleichung, welche die linearunab^ 
hängigen Integrale von zwei solchen Differentialgleichungen vereinigt ent- 
hält. Diese beiden Differentialgleichungen seien 

Die Differentialgleichung, welche die Integrale beider enthält, geht aus dem 
Systeme hervor 

Zu diesen linearen Differentialgleichungen gehört die mit constanten Coef- 
ficienten. Dieselbe besitzt die Unterdifferential gl eichungen 

dx dx ^ 

a von ß verschieden, oder die Differentialgleichung ist selbst eine normale 

e"" — j-i— - = 0. In letzterem Falle hat dieselbe zu UnterdifferentiaU 
gleichungen irgend zwei Differentialgleichungen aus der Schaar 



e'-i^'-^'y -^-^— e-«j = 0, 



dx c,x+a 

wo c,, C2 beliebige Constanten sind (vgl. Nr. 3 III). 
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IIL Das System 
wo üf, JV, Py Q Polynome von x sind, ergiebt die Differentialgleichung 

oder 

Wird der Grad von M iiicht höher als der von JV, der Grad von P nicht 
höher als der von Q angenommen, so ist der Grad von ffQ gleich oder 

grösser als der Grad der Coefficienten von -^ und y in (10.). Diese Be- 

dingung ist in (7.) erfüllt, wenn P = -j^i ^^'W ^®^ G^^^ von if nicht 

höher als der von Ny der Grad von M' nicht höher als der von iV' ist. 

üf p 

Für X = 00 sei nun in (8.) -^ = — a, -^ = — /?; dann hat bei a; = oo 

äy X ^ A 

^ p 

den fundamentalen determinirenden Factor e"", ^— + "ö" * ~ ^ *^® diesen 

Factor e^*, a werde von ß verschieden angenommen. Die Differential- 
gleichung (9.) sei durch FaCy, x) — bezeichnet. Dann ist in 

e-"'F2(e*'y, o:) = und in e-^'F^{e^'y, a:) = 

bei x=^oo der charakteristische Index gleich 1. Daher wird FaCy, aj) = 
bei a? = oo durch zwei Entwickelungen erfüllt 

(11\) e"ar-?' (l+ J cL^lx"^) 

(ll^) e^'a:-^-'(H- J cL^Ja?-^), 

die eindeutig bestimmt sind. Geht Differentialgleichung (9.) aus (7.) her- 

vor, so convergiren die Entwickelungen in (11.) 1 + J^c^Jar"* (b = 1, 2) ausser- 
halb eines gewissen Kreises um den Nullpunkt als Mittelpunkt; denn die 
Integrale aus (6.) haben bei x^oo Ausdrücke wie (11.)* Sonst con- 
vergirt wenigstens die Ent Wickelung aus (11*.); da das aus 



i 
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bei x = oo hervorgehende Integral einen Ausdruck wie (11*.) hat Diese 
convergenten Entwickelungen enthalten gemäss (6.) bezüglich (12.) im all- 
gemeinen unendlich viele Glieder. 

5. 

Die Integration der vorgelegten Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

1 

I. Von dem homogenen linearen Differential ausdrucke zweiter Ord- 
nung mit rationalen Coefficienten FzCy^ x) soll sich nach Nr. 3 ergeben 
haben, das^ derselbe dttfch ein System 

(1.) r\y, x) = y„ r^{ti,, X) 

darstellbar ist, wo f^^^, f^^^ solche Differentialausdrucke erster Ordnung sind. 
Dann war pach Nr. 3 II für f^^\y, x) der Ausdruck 

ermittelt, für f^^\yux) der Ausdruck 

Die Differentialgleichung f^^\yyx) = hat zum Integral, abgesehen von 
einem constanten Factor, 

die Differentialgleichung f^^^y^x) =^ hat zum Integral, abgesehen von 
einem constanten Factor, 

(5.) fi, = e^''"' n(x-- a f '''''' 4^ -\x). 

Die Differentialgleichung F,(y, x) = oder f^'\y, x) = y,, f^'\y,, x)=^0 hat 
die beiden linear unabhängigen Integrale (vgl. Abb. Bd. 96 Nr. 2) 



(6.) y^'> = u, , y^'^ = Ui/nV'l^hdx. 



Wenn die Differentialgleichung /^2(y, x) = in zwei getrennte homogene 
zerfällt, so hat dieselbe gemäss Nr. 3 III ausser dem Integrale y^^^ ^ l^i 
ein Integral 

(7.) !i[ = e'''''n{x-af^ ~V>,(x). 
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Die Differentialgleichung F2(y,^) = hat dann auch die beiden linear^ 
unabhängigen Integrale 

(8.) y^*^ = ^n 9^^^=.^;. 

IL Die Entwickelung der Integrale (6.) /^i, l^i /fh^l^2dx und der 

«. 

Integrale (8.) ,Ui^ ili[ im Bezirke eines singulären Punktes von F2(y, a?) = 
im Endlichen a^ (fi = 1^ ..,^x) und die Berechnung dieser Functionen (vergl. 
Abb. Bd. 96 Nr. 13 bis 18). 

A) Die Function ^x (4.) hat bei einem solchen Punkte a den 
Ausdruck 

(9.) /., = e-''\x--ay'''r(x-a), 

ß*^*^ ist der in dem Producte e^'^^^ enthaltene fundamentale determinirende 
Factor bei dem Punkte a^ f(x—a) von der Form 2K{x—ay^ ModÄo^O. 

Die Entwickelung von [(jx—a) convergirt in dem Bezirke des Punktes a 
von FaCjf, x) = 0. Eine Recursionsformel für die Coefficienten ä« mit con- 

stanter Anzahl der Glieder ergiebt sich aus e~^^^^ Fiie'"^^^ y , x) = 0. Die 
Werthberechnung des Integrales fi^ erfolgt unmittelbar aus dem Aus- 
drucke (4.). Das Entsprechende gilt für iii[. 

Die Function .^rV^2 hat bei einem solchen Punkte a den Ausdruck 

(10.) f^V^fh = ß''(^ — ö)Yi(^ — ö), 

wo e- = e«'^'>— ^'^ w^'^ der in dem Producte e''^'\ tc^'^ der in dem Producte e""^'^ 
enthaltene fundamentale determinirende Factor bei dem Punkte ö, w = fi>^^^— tt7^*> 

also gleich Null oder von der Form 2! ^ __\ ist, r — R^^^^-g—R^^^ 
fl(x—a) == J'*i(^"■^)^ Mod.Äo^ 0, die Entwickelung von [^(x—a) convergirt 



in einem gewissen Kreise um a als Mittelpunkt. 

B) Die Grösse u in (10.) sei gleich Null. 

Dann ergiebt sich als Entwickelung von f i^X^ fJ^idxy wobei das con- 
stante Glied annuUirt wird, wenn r nicht ganzzahlig ist 

(IL) J^T^iHd. = i*:-^^,^- 

Wenn r ganzzahlig ist und in {x—ajf^{x—d) das Glied den Coef- 

ficienten ä_i hat (wo ä_i Null sein kann), so tritt zti dem Ausdrucke (U.) 
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in welchem das Glied, wo r+a— 1 = ist, fehlt, noch der Summand 
Ä_ilog(a:— a) hinzu. 

Das Integral /^i ffi^^ii^dx wird, wenn r nicht ganzzahlig ist, {f^^^ = e"^^^), 
(12.) 6«^'\a?-ö/'^-^+^ 1 c,{x^ d)\ Mod.A, ^ 0, 

wo J'Cfl(j5— a)** in dem Bezirke von o? = ö bei F2(y, ip) = convergirt. 

Eine Recursionsformel für die Coefficienten c^ mit constanter Anzahl der 

Glieder erfolgt aus e""**' F2{f y, a?) = 0. Diese letztere Differentialgleichug 
hat bei x^a den charakteristischen Index gleich Null. Aus derselben 

erfolgt die Berechnung der Entwickelung £c^{x--ay und ihrer Differential- 
quotienten mit vorgeschriebener Annäherung innerhalb des Bezirkes von 
x=^ a bei FjCy, a?) = nach Abb. Bd. 91 Nr. 3 I und II, indem sich nach 
den dortigen Angaben ein Werth M gleich oder grösser als der Modul der 
Function ergiebt, und unter Zugrundelegung dieses Werthes die Theilung 
der Reihe S in S^S'-{'S"y wo Mod.S" unterhalb einer vorgeschriebenen 
Grösse liegt. 

Das Integral i^t^x f i^i^ fJt2dx wird, wenn r ganzzahlig ist, gemäss (9.) 
(13.) e-^'\x-ö)«^'^-^+^{icXa^-a)'»+*-i(a:-a)-^-Y(a:-a)log(a:--ö)j, 

wo Sc^^x—ay in dem Bezirke von a bei F2(y, ar) = convergirt (Abb. 

Bd. 96 Nr. 13). Aus der Differentialgleichung ^-"^'^^(e'^'^y, x) = 0, die bei 
x = a den charakteristischen Index gleich Null hat, ergiebt sich dann (Abb. 
Bd. 96 Nr. 15) eine homogene lineare Differentialgleichung mit rationalen 
Coefficienten und dem Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 und dem 

charakteristischen Index gleich Null bei x = ö, welcher (x—aY^^^''^^2;c[Cx'-ay 

u 

genügt. Aus derselben erfolgt eine Recursionsformel für die Coefficienten 
Ca mit constanter Anzahl der Glieder und die Werthberechnung dieser 
Function und ihrer Differentialquotienten in einem gewissen Kreise um 
ar = ö als Mittelpunkt nach Abb. Bd. 91 Nr. 3 I und II. 

Die Integrale in A) ,Ui und //l, in B) (12.) (13.) haben die Form 
von normalen Integralen (vgl. Abb. Bd. 115 S. 145). 
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C) Die Grösse u in (10.) sei von der Form u ( ) = 2! . ^^ ^ • 

Dann hat fiT^fh, die Entwickelang 

(14.) A^rV2 = (a:-a)*'{lc«(a:-a)«+J?c«(a:-a)'»j. 

Diese Entwiekelung sei durch {x—aj\p{x—a) bezeichnet. Die Function 
ff^i^thdx, in deren Entwickelnng das constante Glied annuUirt werden 

soUf wird vermittelst bestimmter Integrale ausgedruckt. Ein Integral über 
die Peripherie des Kreises um den Nullpunkt als Mittelpunkt mit dem 
Radius 1 in positiver Richtung von 1 an bis zu 1 zurück erstreckt, werde 

durch y bezeichnet. 

Gl) Der Exponent r in (14.) sei nicht ganzzahlig. 
a) Die Grösse ffiT^fJhdx nämlich 

(16.) J (x-ary;(x-a)dx = ^-L_i__+^ V+all - 
wird durch das bestimmte Integral 

(16.) (^-ar'/V((x-«)«)^i- 

1 

ausgedruckt. In (16.) ist dann unter dem Integralzeichen für rp^x—a) 
wieder der Ausdruck e"/i(a?— o) zu setzen (Abh. Bd. 96 Nr. 16 A). 

Das Integral fii f^h^f^2dx erhält dadurch den Ausdruck 



(17.) 



(x-ar'''-'^'/ e^fix-a) ^lix-a) a) -^ , 

1 

z = «,(')( J_)+„(L). 



Die Entwickelung f{x—a) convergirt in dem Bezirke von x = a bei 
F2(y, x) = 0, die Entwickelung fiix—ä) in einem gewissen Kreise um x = a 
als Mittelpunkt; in dem gemeinschaftlichen Gebiete, abgesehen von rr = a, 
gilt der Ausdruck (17.). Dagegen bleibt die durch das bestimmte Integral 
in (17.) ausgedruckte Function in einem einfach zusammenhängenden end- 
lichen Gebiete, das von singulären Punkten von F^itj, x) = nur den Punkt a 
enthält, abgesehen von diesem Punkte einwerthig und stetig. In dem Be- 
zirke von 0? = a bei F2(y, x) = hat diese Function eine Entwickelung 
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der Form 

■ (18.) 2;KXx-ay+^K,(x-ay. 



U -1 



Der Coefficient K^ (c = — oo --foQ) in dieser Entwickelung geht ans dem 
Ausdrucke (17.) hervor. Die Grösse e^ hat die Entwickelnog 

(19.) • e' = 2:9-,(x^ar\ 

wo die g'_b ganze rationale Functionen von — • Eine Recursionsformel 
für die g^f, erhält man aus 

(200 dx-^^^^+dxJ' = ^- 

Die Grösse f{x''a)fx{(x-'a)a) hat die Entwickelung 2!Aj(a: — a)^ wo die 

h^ ganze rationale Ausdrücke von a. Eine Recursionsformel für die h er- 
folgt vermittelst (4.) und (5.) aus 

Aus (17.) ergiebt sich dann 

(22.) K, = 2h J g-hh+t"ß{i^) (c=^-oD...+») 

wo die h mit negativem Zeiger gleich Null zu setzen sind. Die Inte- 

1 /' 1 

gratiouen in (22.) sind Integrale -. ^^.^^^ J a'^+'rfa == , a ganzzahlig 

und man erhält aus (22.) K^ durch eine einfach unendliche Reihe ganzer 
rationaler Ausdrücke gegebener Constanten dargestellt (Vgl. Abb. Bd. 91 Nr. 2). 
Eine Recursionsformel für die K, mit constanter Anzahl der Glieder erfolgt 
aus F2(y, x) == 0. 

b) Aus dem bestimmten Integrale (17.) ergiebt sich folgende für 
den praktischen Gebrauch geeignete Darstellung der Function, die zur Be- 
rechnung der Function mit vorgeschriebener Annäherung dient, ebenso zur 
Werthberechnung des Coefficienten K^ (22.) und auch in der Reihe für K^ 
einen Stellenzeiger giebt, so dass der Rest unter einer vorgeschriebenen 
Grösse bleibt. (Abb. Ed. 96 Nr. 18). 

Jede der Entwicklungen 

(23.) ^ ^.-aJ ^ s,,y, e ^^^-^>-^ = S(,,, /^(or-a) = S„„ A((a:~a)«) = S,,, 
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C^t.) Der Exponent r in (14.) sei ganzzahlig. 

a) Die Entwickelang (14.) {x—ayrpix—a) sei gleich V^x—a) gesetzt. 



(27.) V(x-a)= 2:K(x^ay+I kXx^ay = ^+S(x^a). 
Es ist 

(28.) k_, = 2^/V(Ä^d^, 

« 
wo R der Radius eines Kreises um x = a in dem Entwickelungsg^biete 

von V. Die Function /f(a:—o)da: wird in folgender Weise mittelft be- 
stimmter Integrale gegeben (Abh. Bd. 96 Nr. 16 B). Es sei 



(29.) 



Ilk.ix-ay = (p(x-a), 



— « 



gesetzt. Nnn ist 

(30.) |i*=^ = (._„)/V((x-,)^)^. 

(310 S^'^^ = -(.-«)-/•.((.-)- ^f)^. 

Ferner ist, wenn A' und R" Radien von Kreisen um a; = a als Mittelpunkt 
in dem Entwickelungsgebiete von WQt—a) sind und R'<CR" ist, gemäss 
der Cauchy-Laur entgehen Integralformel fUr V(x'-a) 

(32.) <p(x-a) =/'^ ür^^"Xp *(Ä"^)> Mod(x-a)fi"- < 1, 

4^ l-(x-a)-'fi'A ^^'^'^)' Mod(a:-a)->Ä' < 1. 

Diese Ausdrücke für tpix—a) und /((x— a)"*) werden in (30.) bezüglich 
(31.) eingesetzt, alsdann sei 

(34.) (^-«)/V((x-a)>-|f)-^f^ =^ {x-a)V{x-a). 

(35.) -(0,-0)- /"x((x-«)-' -'11^) 2^„f^ = (x-o)- «'((o.-a)-) 

gesetzt. Nun hat man 

(36.) /'F(x-a)dx = k^,\og{x-a) + {x--a)V{x-a) + {x~-a)-'W{{x-a)-'). 
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Unter den Integralzeichen J ist nun für V(x—a) wieder der Ausdruck 

1 

{x-aYe ^'-»Yi(«-«) 
ZQ setzen. 

Das Integral /«, /uf'ujt'a; erhält jetzt 



(da A*. = (aJ-a)"^ c ^'-"' 



f(x-a) fiO' = ÄP>-^-r ist) 



folgenden Ansdmck: 



(37.) 



{x-aY^^-'-^e^^'^fix-d) 



X\k_,\og{x-a)+ix-ä)V{x-a)+{x-ar'W{ix-a)-')\, 



wo 



(38.) 






^ = «'^'<^)+«(w) 



(39.) i ' • l-(x-ay^-^j-R'X 



^' = «'K.4^)+«(-A ) 



ist. Die Entwickelung fix—d) convergirt in dem Bezirke von a bei 

F,{y, X) = 0, 

die Entwickelung fiix—ä) in einem gewissen Kreise um a als Mittel- 
punkt, die Radien R' und R'* sind innerhalb des gemeinschaftlichen Ge- 
bietes anzunehmen. Der Integralausdruck (38.) gilt, solange mod.(a:— o)<:R" 
(abgesehen vom Punkte a); der Integralausdruck (39.) solange 

Ä'<Mod.(x-a)<Äc„ 

i¥enn Ä« der Radius des Bezirkes von a bei F2{y, x) = ist Der Ausdruck 
für die Summe 

<40.) {x-ä)e ^^^y{x-a)V{x-a) + {x-a)''e ^'-"7(ir-o)fF((ir-o)"'> 
"worin die beiden Integralausdrttcke (38.) und (39.) eingehen, gilt, so lange 

fl'<M:od.(a:-o)<Ä". 
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Die durch (40.) ausgedrückte Function aber bleibt in einem einfach zusammen- 
hängenden endlichen Gebiete, das von singulären Punkten von FjCy, a:) = 
nur den Punkt a enthält, abgesehen Von a einwerthig und stetig (Abh. 
Bd. 96 Nr. 13). In dem Bezirkie von a? = a bei F2(y, a:) = hat diese 
Function F{x—a) eine Entwickelung nach Potenzen von x—a. Der Coef- 
ficient K, (c = — oc-. + oo) in dieser Entwickelung wird durch das Integral 



(41.) ■ K, ^ f-^mr-'F^Ri) 



ausgedrückt, wo R' <Z R <Z Jt" genommen wird. Zur Darstellung von (41.) 
unter Benutzung der Integralausdrücke (38.) (39.) werden die Grössen 

(42.) ' ' 



4,71% . 2nt 

durch ihre Entwickelungen nach Potenzen von x—a ersetzt. Alsdann 
sind bei jedem der beiden Summanden die vorkommenden Grössen unter 
die Gesammtheit der Integralzeichen zu stellen. Die Entwickelungen 
werden mit einander multiplicirt, wobei die Stellenzeiger der Glieder alle 
positiv genommen werden. Alsdann wird in den einzelnen Gliedern integrirt. 
Die Integrale 

^ '^ J 2^t ^ J 2m ■ ^ J \ 2ni ^ 2niß 

11 1 ,^ 

sind, Wenb a^ — 1, gleich Null, sonst gleich 1, das letzte gleich uipr 

(b ganzzahlig und ^ 0). Es erfolgt für K^ (ebenso für &_i (28.)) eine 
(von fl, R', R" unabhängige) einfach unendliche Reihe ganzer rationaler 
Ausdrücke gegebener Constanten (Abh. Bd. 96 Nr. 17.). 

Eine Recursionsformel für die K^ mit constanter Anzahl der Glieder 
ergiebt sich, indem man nach Abh. Bd. 96 Nr. 15 aus F2(y, a:) = eine ho- 
mogene lineare Differentialgleichung mit rationalen Coefficienten und dem 
Coefficienten der höchsten Ableitung gleich 1 herleitet, welcher die Func- 
tion (x-ay^'^-''''F(x-a) genügt. 

b.) Aus den bestimmten Integralen (38.) (39.) erhält man nun auch 
für die Function (40.) eine Darstellung ^ welche der Formel (25.) analog 
ist und in einem Kreisringe um o; = a als Mittelpunkt innerhalb des Kreis- 
ringes mit den Radien R' und /{'''gilt. Die dabei auftretenden Integrationen 
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im Endlichen a = aa (a = 1,. ..,;?) geht jUi (4.) ttber in e" "* /i^ das Vor- 
zeichen + bei dem Umgange in positiver Richtung, das Vorzeichen — bei 
dem Umgange in negativer Richtung. Entsprechend verhält sich /ji[ (7.). 

Die Function y/ir\*^2 rf^ geht, wenn r — R^^^—g—R^^^ in (10.) nicht 
ganzzahlig ist (11.)^ (15-)» ^^^ e-'^''^ fiiir\^hdx ttber, daher das Integral 
li.ftiT^^dx (12.), (17.) in 

(46.) e~ ''* ^ .Ui I lix^^idx. 

Die Function Auf \u2rfa: geht, wenn r = R^^—g—R^^^ in (10.) ganzzahlig 

ist (s. nach 11.), (36.), über m f !.l:[^ u^dx ±2n% &_i, daher das Integral 
^xftH'hhdx (13.), (37.) in 

(47.) e~ ''* ^ |/ii f fi^\u2dx±2nik_^i.i^' 

m 

Die Determinante D der Integrale (6.) /i^, /^i fuT\^2dx und ihrer 
ersten DiflFerentialquotienten (DiflFerentialdeterminante) ist 

(48.) D=^u,iA2^e n(x-aa) ^ '^ ^* 

Die DiflFerentialdeterminante der Integrale (8.) ^1, ^4^ kann sich von dem 
Ausdrucke (48.) nur um einen constanten Factor unterscheiden. Dieser 
constante Factor ist direct aus dem Ausdrucke der Determinante 

(49.) ,.,;(i^W_ü^) 

ZU entnehmen. 

V. Das Verhalten der Integrale (6.) 1/,, Ui / fi^\u2dx und (8.) ^1, 
u[ bei ar = oc. 

Hier wird folgende allgemeine Bemerkung gemacht. 

Zur Darstellung der Integrale einer homogenen linearen DiflTerential- 
gleichung wter Ordnung mit rationalen Coefficienten F^(y, ar) = bei x = c» 
wird (vgl. Abh. Bd. 96) die Substitution x = t~^ vorgenommen, wodurch 
F„.(y,a;) in (— 0"'^m(y? übergeht, alsdann sind die Ausdrücke der Integrale 
von F^(y, /) = bei / = aufzustellen. Aus den aufgestellten Ausdrücken 

werden die Entwickelungen hergeleitet und in diesen wird / = — gesetzt 
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Man kann aber auch in die aufgestellten von t abhängenden Ansdrttcke 
selbst fUr / wieder — einführen, alsdann aas letzteren Ausdrücken die 

\ 

Entwickelungen vornehmen (ebenso umgekehrt — für a? einführen). Wenn 

V 

die aufgestellten Ausdrücke der Integrale bei x = oc schon ursprünglich x 
enthalten, so ist es zweckmässig aus diesen Ausdrücken selbst die Ent- 
wickelungen herzuleiten. 

Irgend ein Integral von F^(y, f) = Ohei t = sei durch den Ausdruck 

(50.) u, fdluT"^ fi^f' . fhijlx^t dt 

gegeben, wo die fi normale Elementarintegrale sind, das constante Glied 
lei den Integrationen jedesmal annuUirt wird. In den Ausdruck (50.) wird 

direct für t durch / = — die Variable x eingeführt, wodurch derselbe in 

(51.) A'i/^^^/^r>./--/^.<i/^,rf^ 

"übergeht, wo das constante Glied bei der jedesmaligen Integration annuUirt 

werden muss, da die Substitution / = — in der entsprechenden aus (50.) 

lervorgehenden Entwickelung kein constantes Glied liefert. Die Integral- 
Functionen in (51.) kann man mm durch die bestimmten Integrale ans Abh. 
£d. 96 Nr. 16 (hier die Formeln II (16.), (36.)) direkt ausdrücken. Dazu wird 

4ort a = gesetzt. Convergirt die Entwickelung x"^ \p(x) = x^'is c^^x^ +^ c^x^^ 

ausserhalb eines Kreises um o; = als Mittelpunkt, so bleibt für dieses 
Convergenzgebiet die Formel (16.) bestehen, ebenso die Formel (36.) (wo 
loga? statt log(x— a) steht) in dem Kreisringe mit den Radien R' und ß". 
Entsprechend bleiben alle Betrachtungen in Abh. Bd. 96 Nr. 16 unverändert 
(vgl. dort III). An Stelle der früher unter den Integralzeichen vorkommen- 

den Grössen der Form e^'^x—ay 2^ k^(x—ay\ m = oder ^c_,,(a: — a)"" treten 

solche der Form e'' x*" 2: kA — )% v==0 oder 2:cax\ Ebenso bleiben die 

auf die bestimmten Integrale sich gründenden, hier in II gemachten Be- 
trachtungen zur Bestimmung der Coefficienten in den Entwickelungen und 
zur Werthberechnung der Functionen unverändert (entsprechend Abh. Bd. 96 
Nr. 17, 18). Es besteht ferner auch bei or^c» unverändert die Methode 

28* 
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(Abh. Bd. 96 Nr. 15), aus der ursprünglichen Differentialgleichung solche homo- 
genen linearen Differentialgleichungen mit rationalen Coefficienten herzuleiten, 
welcher die Factoren der Logarithmenpotenzen genügen. Das Verfahren 
zur Bestimmung des Resultates des Umganges um einen Punkt, hier IV 
(Abh. Bd. 96 Nr. 19), bezieht sich bei / = auf einen Ausdruck der Form 
(50.) und ist bei (r = oo unmittelbar auf einen Ausdruck der Form (51.) 
anwendbar. Die Differentialdeterminante Z)' der von / abhängenden Integrale 
und die Differentialdeterminante D derselben von x abhängenden Integrale 

m(m — 1) 

Stehen in der Relation ö=(^) ' ^' (vgl. Abh. Bd. 96 Nr. 20 (4.)). 

Jede dieser Determinanten geht aus einem Ausdrucke der Form (50.) be- 
züglich (51.) hervor (Abh. Bd. 96 Nr. 21.). 

Bei der hier vorliegenden Differentialgleichung F2(y, aj) = sind die 
Integrale bei x = oc direct von x abhängig gegeben durch die Ausdrücke 

(6.) /*!, fJi'i ffiT^ fi^dx oder (8.) .a^, ^J. Die Entwickelungen und Be- 
rechnungen derselben erhält man nach dem Vorhergehenden unmittelbar 
aus diesen Ausdrücken nach dem Verfahren von II bezüglich III; ebenso 
das Resultat des Umganges um a; = oo nach IV, die Differentialdeterminante 
durch den Ausdruck (48.). 

VI. Die Forlsetzung der Integrale (6.) /^i, u^ 1 i^iT^ i^hdx und (8.) 

A) Durch die singulären Punkte von F2(y, a:) = a« (a=l, ...,;^) 
und den singulären oder nicht singulären Punkt a; = oo sei eine in sich 
zurücklaufende sich selbst nicht schneidende Linie gezogen, wodurch die 
Constructionsebene in zwei Gebiete Ei, E2 zerfällt. Die Functionen .Mj, u^ 
verlaufen in jedem derselben einwerthig; fi[ verhält sich in dem Verlaufe 
analog ^j. In einem dieser Gebiete E^ seien die Werthe von log(a;— a^) 
(a=l, ...,;f) und loga: im Bezirke von a? = 00 fixirt, und daher auch die 
Werthe von Grössen (x--a,y, x''. 

Die Entwickelung der Function /af \a2rfa? = J ist bei jedem dieser 

Punkte ohne constantes Glied angenommen. Die Function J ist in Ei ein- 
werthig (III). Diese Grösse J sei in Ei bei a^ (a= 1, ...,;f) durch J^^ bei 
a: = oo durch J^+i bezeichnet. Dann geht in Ei J^ in J^^i+c^ (•'x+2 = ^/i) 
über und also J^^^ in J^—c^^ wo die c^ zu bestimmende Constanten sind. 
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x=^R(ß) angewandt, durch welche ein Kreis, der im Innern den Punkt a 
bei welchem yi^V entwickelt ist, und auf der Peripherie den Punkt b, bei 
welchem y^^^ und y[% ihre Entwickelungen haben, und der sonst keinen 
singulären Punkt von F2(y, x) =^0 im Innern enthält, conform auf den 
Kreis um ^ = als Mittelpunkt mit dem Radius 1 abgebildet wird. Die 
Integrale werden dann als Functionen von i dargestellt, und wird (52.) 
oder (53.), wobei nach | differentirt wird, angewandt. Wenn ein Kreis 
von dieser Lage nicht vorhanden ist, so kann man bei x = a und x = 6 je 
eine lineare Substitution anwenden und die Integrale nachher wieder als 
Functionen von x betrachten, oder es sind nichtsinguläre Punkte bei denen 
die Integrale entwickelt werden, einzuschieben. Die Ausdrücke der Func- 
tionen werden unter Anwendung der bestimmten Integrale aus IL erhalten 
gemäss den Angaben Abb. Bd. 96 Nr. 20 (vgl. Abb. Bd. 107 S. 58 und 64), 

C) Die vorhin genannten Constanten c„ (a = 1, ..., ;?+!), y, y' in 
den Substitutionen beim Uebergange von einem Punkte zu einem anderen 
nehmen im Allgemeinen complicirte Ausdrücke an. Es ist daher wesent- 
lich die Werthberechnung dieser Constanten mit vorgeschriebener Annähe- 
rung durchführen zu können. Zu dem Zwecke geht man auf den Aus- 
druck FzCy, x) in der Differentialgleichung F? = zurück. Entwickelt man 
bei einem nichtsingulären Punkte von F2(t/y x) = Integrale, so kann man 
die Werthe dieser Entwickelungen und ihrer Diflferentialquotienten innerhalb 
des ganzen Bezirkes des nichtsingulären Punktes mit vorgeschriebener An- 
näherung berechnen (vgl. III). Um möglichst einfache Constanten in den 
Entwickelungen zu erhalten, kann man bei dem nichtsingulären Punkte 

die Integrale yi, ^2 so wählen, dass in diesem Punkte yi = 1, -^ = 0, 

^2 = 0, .— = 1, demnach die Diflferentialdeterminante gleich 1 wird. Die 

Werthe der Integrale (6.) oder (8.) und ihrer Diflferentialquotienten in einem 
Gebiete innerhalb des Bezirkes des Punktes, bei welchem dieselben ent- 
wickelt sind, werden nach den Angaben in II, bezüglich in V bei a; = sc, 
mit vorgeschriebener Annäherung bestimmt, die Diflferentialdeterminante der- 
selben ist in IV gegeben. Es sind nun, um die oben genannten Constanten 
beim Uebergange von einem Punkte zu einem anderen mit beliebiger An- 
näherung zu berechnen, nichtsinguläre Punkte passend einzuschieben, und 
^ann wird successive der Uebergang von einem Punkte zu einem anderen 
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7. 

Die nichthomogene DifTerentialgleichung F^ {y, x) =s q. 

Fziy, x) soll durch ein System Nr. 3 (2.) darstellbar sein, üeber q 
werden die Voraussetzungen aus Abb. Bd. 107 gemacht Es ist ein parti- 
culäres Integral von F2(y, x) = q herzustellen, zu welchem das vollständige 
Integral von Fj (y, a?) = addirt wird. Vermöge der Darstellung der Inte- 
grale von F2 = durch die Ausdrücke Nr. 5 (6.) ergiebt sich ein Integral 
von F2 = q unter der Form 

lixjdx fiT^ ^2 ftH^ q dx. 

Die Entwickelung desselben im Bezirke eines Punktes und weitere Be- 
handlung geschieht unter Zugrundelegung der über q in Abb. Bd. 107 ge- 
machten Angaben nach Art des Verfahrens in Nr. 5. Im Uebrigen tritt 
die in Abb. Bd. 107 auseinander gesetzte Behandlung der Differential- 
gleichung FiCy^ ^) = 9 öin. 

Wenn FzCy, a;) = in zwei getrennte homogene lineare Differential- 
gleichungen erster Ordnung mit rationalen Coefficienten zerfällt, so hat man 
als Integrale von F2 = die Ausdrücke Nr. 5 (8.). Alsdann kann man auf 
PiCHy ^) = 9 ^^^^ einfach die Methode der Variation der Constanten an- 
wenden (vgl. Abb. Bd. 107 S. 59). Die Determinante der beiden Integrale 
und ihrer ersten Ableitungen ist durch Nr. 5 IV. gegeben. Die weitere 
Behandlung geschieht nach Nr. 5 und den Angaben in Abh. Bd. 107. 

Greifswald, Januar 1896. 
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lieber die Werthschwankungen [der harmonj^hen 

Functionen zweier reellen Veränderlichen ^ 

und der Functionen eines complexen Arguments. 

(Von Herrn F. Schottky in Marburg.) 



> I 



J = ^u~arctg(-^.), 



rierv Neumann giebt an einer Stelle in seiner Theorie der Abehiititii 
Fnnctionen (S. 415) einen Satz, der, wenn auch in etwas anderer Form 
ausgesprochen, im wesentlichen mit folgendem identisch ist: i 

Es sei in der Ebene für das Innere und die Grenze eines Kreisen 
eine reelle reguläre harmonische Function U definirt, deren Werth- 
schwankungen Ü'-^U*' an der Grenze, absolut genommen, einen gegebenen 
positiven Werth //„ nicht überschreiten. Alsdann ist die Differenz dei* 
Werthe von Z7 in zwei Punkten Po? Pi^ die innerhalb des Kreises liegen^ 
nicht nur kleiner als //(„ sondern auch kleiner oder gleich': 

n 

WO R den Radius des Grenzkreises, r den eines kleineren zu ihm concen- 
trischen Kreises bedeutet, der nur so gross sein muss, dass er beide Punkte 
umfasst. 

Herr Schwarz macht hierzu die wichtige Bemerkung*), dass in dem 
Falle, wo P», Pi an der Grenze des kleineren Kreises liegen und Endpunkte 
eines Diameters sind, der Ausdruck J auch wirklich die obere Grenze der 
Differenz Ui—Uo darstellt, indem er eine, allerdings an dem Grenzkreise 
selbst unstetige harmonische Function U angiebt, für welche Ui-^Un den 
Werth J wirklich erreicht. 

Es ist klar, dass diese schönen, aber sehr speciell gefassten Sätze 
weiter ausgedehnt werden können. 

Statt der Kreisfläche nehme ich ein beliebiges (p + l)-fach zusammen- 



*) Gesammelte Abhandlungen, Bd. II, S. 361. 

Journal für Mathematik Bd. CXVII. Ueft 3. 
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hängendes und von regulären Carven begrenztes Gebiet. Es sei alsdann 
(p(x) allgemein die Bezeichnung für eine im ganzen Gebiet, mit Einschluss 
der Grenze, reguläre und eindeutige Function von x=^S+fih ^^^ ebenso 
tp(x) = yj(S-'rii) allgemein die Bezeichnung für eine Function von S—rji, 
die denselben Charakter hat. Ich fasse dann die Gesammtheit der Functionen 
U(S, ff) ins Auge, die durch Zusammensetzung zweier solcher Ausdrücke 
entstehen: 

Da tp auch constant angenommen werden kann, so sind die einfachen Func- 
tionen (p(§+i]i) unter diesen U^SyT]) mit enthalten. 

Es seien P^,, P^ zwei beliebig, aber fest angenommene Punkte im 
Innern des Gebiets, und U^^ U^ die Werthe einer solchen Function U in 
Po nnd Pi. Ich nehme dann, den einzelnen Randlinien des Gebiets ent- 
sprechend, p+1 positive oder wenigstens nicht negative Grössen ^„, //i, ..., -^^ 
beliebig an und frage: 

Bis zu welcher Grenze kann der absolute Betrag von ü[j— I/i an- 
steigen, wenn ich mich auf diejenigen Functionen U beschränke, deren 
Werthschwankungen auf den einzelnen Randlinien absolut genommen die 
gegebenen Grössen //u, ^i? •••, ^^ nicht überschreiten? 

Diese Grenze J , welche einerseits von den gegebenen Grössen 
^u, ^1, . . ., J^^ andererseits von der Lage der Punkte Pg, Pi im Gebiet 
abhängt, zu bestimmen, ist die Aufgabe der vorliegenden Arbeit. 

§1. 

Ich stelle mir irgend ein begrenztes Gebiet G in der Ebene der 
complexen Grösse a: = ?+??! vor. Ich setze von ihm voraus: erstens, dass 
es sich nicht ins Unendliche erstreckt; zweitens, dass die Randlinie, oder, 
wenn das Gebiet mehrfach zusammenhängend ist, jede einzelne der Rand- 
linien, eine vollständig reguläre Curve ist. Eine solche ist darstellbar durch 
eine einzige Gleichung f(ß, v) = ^i wo /"(!, rj) regulär ist in der Nähe der 
Curve und in ihr überall nur von der ersten Ordnung verschwindet. 

Betrachten wir dann zunächst die Gree/ische Function des Gebiets 
in Bezug auf einen innerhalb liegenden festen Punkt a:„ = ^o+f%: 

^(^, ^; ^^)? ^;..)- 

Dies ist eine reelle harmonische Function; sie hat den constanten Werth 
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an der ganzen Grenze ; in der Nähe des Punktes a^j wird sie negativ unend- 
lich wie log|a:— aro|. Die Differenz aber: 

ist eine im ganzen Gebiet reguläre Function^ einschliesslich der Grenze, 
und deshalb auch über die Grenze hinaus analytisch fortsetzbar. 

Die weiteren Eigenschaften der &reei»schen Function sind nun fol- 
gende. Da sie in dem einzigen singulären Punkte rro bestimmt negativ un- 
endlich wird, so muss sie ein endliches Maximum haben. Als harmonische 
Function kann sie aber dieses Maximum an keiner Stelle im Innern des 
Gebiets annehmen; folglich muss sie es auf der Grenze annehmen, und da 
dort überall L = ist, so muss im Innern L beständig negativ sein. Es 
gilt daher flir je zwei im Innern liegende Punkte (f,j, 17,,), (li, ^1) die Un- 
gleichung: 

Ferner ist bekanntlich, fUr je zwei innere Punkte: 

^(lo, no] 5i, Vi) = L(§u Vi] lu, ^u)- 

Endlich hat L(4, ^7; ^0, Vu) die Eigenschaft, invariant zu sein bei 
conformer Abbildung des Gebiets. Wenn wir das Gebiet G durch eine 
Substitution 

abbilden in einen anderen Bereich G, so geht hierdurch die Greensche Func- 
tion L(§yri\ lo, 7?o) über in die des neuen Gebietes, genommen in Bezug auf 

den a?ü entsprechenden Punkt y„ = g (a?o), der im Innern von G liegt. 

Statt L(^, I?; |„, '/o) stellen wir jetzt die zugehörige Exponentialgrösse 

auf, die natürlich entsprechende Eigenschaften hat. E verschwindet im 
Punkte Xo, wie |ii?— a;o| und wird 1 auf der Grenze. Wenn man aber den 
Quotienten bildet: 

80 ist dieser eine im ganzen Gebiet reguläre, stets positive Function. Man 
kann sie also auch nach Potenzen von |— bo, v^^a entwickeln. Das sicher 
von verschiedene Anfaugsglied möge mit ^(1», ^0) bezeichnet werden: 

29* 



'228 8ak0ttkyy über eUe Werthitiiunmkunge» der karmonisehen FuneiioneM. 



Fttr je zwei versehiedene Pankte im lonern von & ist: , 

ß(lo, %'f §1, '?i) = -Ed,,- »7,; .Ä„ »?,,).: 
Durch die Sa1;>stitQtion . 

geht E^SyVi ^u) ^o) in die eatspirechende E-Fanction des neaen Gebietes 
G über. 

Demnach haben wir hier je zwei Punkten (£,>, ij^,), (?i, rj^y im Innern 
der gegebenen Flache eine bestimmte zwischen und 1 enthaltene Grösse 

zugeordnet, die gleich wird, wenn die beiden Punkte zusammenfallen, und 
gleich 1, wenn einer der beiden Punkte nach der Grenze rUckt. Wir 
wollen sie „das E der beiden Punkte in dem gegebenen Gebiet'^ nennen. 
Sie stellt insofern eine Invariante der von den Randlinien und den beiden 
Punkten gebildeten Figur dar, als derselbe Werth E, wenn ich das Gebiet 
conform abbilde, zugleich das E der beiden entsprechenden Punkte in dem 
neuen Gebiet ist 

Von besonderer Wichtigkeit ist die Grösse E im Falle des einfach 
zusammenhängenden Gebiets^ das sich immer auf eine Kreisfläche abbilden 
lässt. Hier ist nämlich E zugleich die einzige Invariante der Figur. 

Nehmen wir für den Augenblick an, das.Qebiet G sei ein Kreis, 
der mit dem Radius R um den Nullpunkt beschrieben ist. Die Greensche 
Function ist dann: 



i(f> »?; ^0, Vid = log 



R^—xx, 



WO x^ den zu x^i conjugirten complexen Werth bedeutet. Denn nehme ich 
X auf dem Kreise selbst an, 

XX = fl , 

SO wird: 



\R — xx^)\ = \R — xXi^\ = 



R 



X 



X —" X{) j ^-- it X ""■ X[) I . 



Daher hat die Function auf dem Kreise den Werth 0; innerhalb aber wird 
sie nur unendlich für a: = «„. — Demnach ist : 



E = E(l„ T]„-, Si, ri,) = 
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Nehme ich speciell den Radius R gleich 1 an, bo wird: 

und lasse ich jetzt einen der beiden Punkte, etwa x^^ mit dem Nullpunkt 
zusammenfallen, so wird einfach 

d. h. gleich der Entfernung der beiden Punkte. 

Nun lässt sich aber jedes einfach zusammenhängende Gebiet, in dein 
zwei Punkte o;», x, gegeben sind, conform auf den Einheitskreis abbilden, 
und zwar auch so, dass einer der beiden x^ und Xi entsprechenden Punkte 
in den Mittelpunkt fällt. Demnach können wir bei einem beliebigen ein- 
fach zusammenhängenden Gebiet Cr die Grösse £ geometrisch so definiren: 

E ist die Entfernung derjenigen beiden Punkte, in die a\j, Xi tiber- 
gehen, wenn man das Gebiet Cr so auf den Einheitskreis abbildet, dass einer 
der beiden Punkte mit dem Mittelpunkt zusammenfällt. 

Lassen wir den Punkt i, rj nach der Grenze rticken, so geht die 
Gleichung 

ttber in: 

Fassen wir hier (^, rj) als einen festen Punkt der Grenze auf, uad 
(lü, ^ü) als variabel. Die letzte Gleichung ist zwar aufgestellt unter der 
Voraussetzung, dass (^u? ^o) im Innern liegt. Sie zeigt aber, dass sich die 
Function auf der linken Seite stetig endlichen Werthen nähert, wenn wir 
(^u) ?u) nach dem Rande rticken lassen. Wir können deshalb sogar (&» %) 
mit (1^ 17) zusammenfallen lassen und erhalten sa: 

m n) = 0. 

t ^ 

t . ■ " • 

Hieraus geht hervor, dass die Function E(^^ 7;), die in jedem inneren Punkte 
einen von verschiedenen endlichen Werth besitzt, am Rande verschwindet 
Nehmen wir nun in der Function 



E{i, nyi',r{)=.^ ■"-* 



die beiden Paukte (|, ri) and (I', 17') als anendlich nahe an: 
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BO gebt die Gleichung über in: 

^a ^; l+rfl, r,+dn) = J'''^' 



Eil n) 

Das Differential 

, \dx\ 
do = -= , 

„das E zweier unendlich nahen Punkte des Gebietes^S ^^^^ deshalb den 
selben invarianten Charakter haben wie E(S, ij; S', i;') selbst. 
Für den Fall des Kreises ist: 






R'-xx' 

R'-xx' 
R 



? 



? 



^C*5 ^/; = ---^ — 



daher: 



. R\dx 

do = 



R'-\x 



§2. 

Es werde jetzt irgend eine Function (p(x) betrachtet, die in dem 
ganzen Gebiet, mit Einschluss der Grenze, eindeutig und regulär ist. Mit 
D((p) wollen wir dann den grössten Werth bezeichnen, den 

annehmen kann, wenn wir unter x und y zwei variable Punkte der Grenze 
verstehen. 

Es könnte auch D (tp) als die grösste Werthsch wankung der Function 
im ganzen Gebiet erklärt werden. Denn ist a ein Punkt im Innern, so 
kann \(f(fl)—^>(P)\ kein Maximum sein, gleichviel ob b im Innern oder auf 
der Grenze liegt; weil sich alsdann immer Werthe x beliebig nahe bei a 
angeben lassen, wo W{x)'-(p(J})\ > | </>(«)— 9^(6) | ist 

Sind dann Xy, x^ zwei Punkte im Innern, so ist immer 

k'(^o)-y(^i)l < D{(p). 

Aber es ist auch: 

\ip(x,:)^cp{x,)\<zE.D(cp), 

wo E dieselbe Grösse bedeutet wie im vorigen Paragraphen. 
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Es sei (^01 ^ü) irgend ein innerer Punkt. Bilden wir dann den Quotienten 

"Eli v; ^0,^0) " ^^^' ^^' 
80 können wir diesen auch auf die Form' bringen: 



x-x^ 



E(§, ^; Äm Vi^j 



und hiernach ist ersichtlich Q eine im ganzen Gebiet, mit Einschluss der 
Grenze, stetig veränderliche Grösse, die niemals unendlich wird. Sie muss 
also ein Maximum haben. Dieses Maximum aber kann Q, ebenso wie vorhin 
E(S, Tj] 5', I?'), an keiner Stelle im Innern des Gebiets annehmen, weil offen- 
bar log(^) eine harmonische Function ist. An der Grenze aber ist: 

\(p(x)^(p(x,;)\ < D(</)), £(|, 1?; lo, »7u) = 1. 

Folglich ist in jedem Punkte x innerhalb des Gebiets: 

somit: 

|</)(x)-(/)(a?o)|< fi(l, ^; ^u, »?o)D (</?), 
w. z. b. w. 

Da die Formel gilt, wie nahe man auch x an x^ wählen möge, so 

muss sie auch für die Differentialänderung bestehen; an Stelle von E tritt 

dann do: 

\d^\ < da.D((f). 

Nimmt man speciell das Gebiet Cr als Kreis mit dem Radius R und dem 
Mittelpunkt x^ an, so folgt: 

und fUr den Mittelpunkt selbst: 

Hierin liegt aber nichts wesentlich neues. Denn nach einem sehr bekannten 
Satze ist R\(p\xo)\ kleiner als der grösste Werth, den der absolute Betrag 
von (p(x) auf der Peripherie des Kreises annimmt. Statt (p(x) kann man 
aber auch (pix^—ipip) nehmen, wo c einen Punkt der Peripherie bedeuten 
mag; und dann ist offenbar der grösste Werth von \(p{x) — (p(c)\ kleiner 
oder gleich D{(p). 

Anders verhält es sich mit der genaueren Formel 

ZU der wir am Schlüsse dieser Untersuchung gelangen werden. 
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Nach dieser vorläufigen Betrachtang gehe ich zu dem eigentlichen 
Problem über. Ich nehme an, daas das Gebiet Cr von g + l regulären 
Curven lo, L^ . . .^ L^ begrenzt ist, von denen eine den Bereich umschliesst, 
während die anderen von ihm umgeben werden. Ich denke mir dann zwei 
Functionen, die eine von 1+^«, die andere von |— lyi, beide eindeutig und 
regulär im ganzen Öebiet mit Einschluss der Grenze. Aus beiden tnöge 
der zusammengesetzte Ausdruck 

gebildet werden; es soll hierbei nicht ausgeschlossen sein, dass einer der 
beiden Theile identisch ist. 

Hierdurch werden alle harmonischen Functionen umfasst, die im 
ganzen Gebiet regulär und mit ihren zugeordneten Functionen eindeutig sind. 
Denn die zu U=(p+rp zugeordnete Function V ist durch die Gleichung 

,jr du . au .. 

bestimmt. Dies giebt: 

dV = -idcp+idip, 
also: 

iV = (p — xp+GoTiBt 

Wenn demnach U, V eindeutig sind, so gilt von % xp dasselbe, und um- 
gekehrt. 

Die grössten Werthschwankungen, absolut genommen, die eine solche 
Function 17 auf den einzelnen Randlinien Lo, Li, . . ., L^ erfährt, mögen durch 

bezeichnet werden. Die Frage ist dann: Wenn man diese Werthschwankungen 
kennt, oder wenigstens Grössen, die sie nicht überschreiten, unter welcher 
Grenze muss alsdann der Werthunterschied der Function in zwei Punkten 

(£„ r^ii)^ (§1, Tj^) innerhalb des Gebiets: 

liegen? 

Auf dem DtricAfe/schen Princip beruht die Existenz von Functionen 
Ä(ar), die im Gebiet G eindeutig sind, die ferner im Innern und auf der 



*) Unter f/(|, i?) soll im Folgenden immer eine Function von dieser Beschaifenheit 
vorstanden werden. 
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Grenze sich überall wie rationale verhalten und auf der Grenze reell sind. 
Diese bilden eine Klasse; man kann durch zwei anter ihnen, p(x) und q(x\ 
alle übrigen rational und reell ausdrücken, während p und q selbst durch 
eine reelle algebraische Gleichung vom Range q verbunden sind. Dem 
Rande von Cr entspricht die reelle Curve des Gebildes, die demnach aus 
p+1 getrennten Zügen besteht. Durch diese reelle Curve zerfällt das alge- 
braische Gebilde in zwei conjugirte Hälften B und B, und es nehmen p(x)^ 
q(x) im Innern von G alle die und nur diejenigen Werthepaare an, jedes 
in einem bestimmten Punkte, die der einen Hälfte B des Gebildes angehören*). 
Es seien (pu, ^o), (pu^i) die beiden Stellen von B, die den beiden 

festen Punkten a?o, Xi im Innern von G entsprechen, und (p.„ ^o)? (pi^qd die 
conjugirten Werthepaare. Ich denke mir dann zunächst eine rationale 

Function /(p, q) gebildet, die in (p«, gr,,) und (pi, q^) von der ersten Ordnung 

verschwindet, und in (p„, gr^), (p^, q^) ebenso unendlich wird. Dann soll ein 
Integral dritter Gattung 

J(.P, 4) =^ fR{Py q)^p 
gebildet werden, das nur in diesen vier Punkten singulär wird, und zwar wie 

-2;^log/(p, q). 

J(py q) ist hierdurch bestimmt bis auf ein Integral erster Gattung, das noch 
hinzutreten kann. Ich normire nun J(p, q) vollständig — wenigstens bis auf 
eine additive Constante, die willkürlich gewählt werden kann — durch die 
Bedingung, dass die auf den p+1 reellen Linien des Gebildes erhaltenen 
Perioden von J{p^ q) gleich sein sollen. 

Eigentlich kann man zwar nur für q der Linien diese Bedingung 
vorschreiben. Aber man sieht leicht, dass sie dann für die letzte Linie 
von selbst erfüllt wird. Denn betrachte ich J(p, q) als abhängig von x\ 

J(Py q) = J{^\ 

so wird J(x) singulär an den Stellen a;,;, x^\ die Differenz 



^i«g(^) -•'(*) = •'» 



25 

hat aber regulären Charakter im ganzen Gebiete G. Dennoch könnte sie 



•) Vgl. die Arbeit: üeber die conforme Abbildung mehrfach zasammenhängender 
ebener Flächeo. Dieses Journal Bd. 83, S. 312—314. 
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mehrdeutig sein; aber ihre Ableitung ist eindeutig und demnach J(x) selbst 
höchstens periodisch vielwerthig. Nun kehrt logf -) in sich selbst 

zurttck, wenn x irgend eine von den p+l Randlinien durchläuft; gilt von 

i{x) dasselbe in Bezug auf q der Linien, so gilt es daher auch von /(o;). 

Dann kehrt aber J{x)^ und ebenso J(x), auch in sich selbst zurück, wenn 
X die letzte Randlinie durchläuft. 

Durch die gestellten Bedingungen ist 

bestimmt bis auf eine additive Constante, ß(p, q) also vollständig. Wären 
die Coefficienten von R(p^q) imaginär, so würde man durch Vertauschung 

von i mit — t eine zweite Function /(p, q) von genau denselben Eigen- 
schaften erhalten. Da dies unmöglich ist, muss /l(p, q) eine rationale Func- 
tion mit reellen Coefficienten sein. 

§4 

Während J(x) eine im Gebiet G eindeutige und beständig reguläre 
Function ist, hat 

die Periode 1. Wir sondern aber jetzt durch eine geschlossene Linie von 
dem Bereiche G einen einfach zusammenhängenden Theil ab, der die beiden 
Punkte a?u, x^ enthält. In dem übrig bleibenden (p+2)-fach zusammen- 
hängenden Gebiete, das G' genannt werden möge, ist J(x) als eindeutige 
Function aufzufassen. 

An jeder von den Linien L^ hat der imaginäre Theil .dieser nun ein- 
deutigen Function J(x) einen constanten Werth. Der reelle Theil aber 
kehrt in sich zurück, wenn x eine der Linien durchläuft. Folglich muss 
er auf jeder Linie mindestens ein Minimum und ein Maximum haben, und 
an den Stellen, wo diese eintreten, muss J\x) verschwinden. Nun giebt 
es aber noch einen bekannten Satz in der Theorie der Abehchen Integrale 
bei einem Differential R(p, q)dp, das m Unendlichkeitsstellen hat, nur 
2p — 24-w Nullpunkte. In unserem Falle ist m = 4; folglich können nicht 
mehr als 2p + 2 Stellen im Gebiete G existiren, wo J\x) verschwindet. Hier- 
aus geht hervor, dass auf jeder Linie L^ ein bestimmter Punkt A^ existirt, 
wo der reelle Theil von J(x) seinen kleinsten, und ein anderer J5^, wo er 
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seinen grössten Werth annimmt, und dass dieser reelle Theil beständig zu- 
nimmt, wenn sich x auf der Linie L« nach der einen oder der anderen Rich- 
tung von Aa nach ß« bewegt. 

Durch die Punkte A^, B^ wird die Linie Z« in zwei Strecken zer- 
legt; diejenige, bei der das Gebiet G zur Linken bleibt, wenn x von A^ 
nach ß« geht, wollen wir die positive, die andere die negative Seite von 
L^ nennen. 

Der Werth von J(x) im Punkte A^ sei c^, die Zunahme, die der 
reelle Theil von J(x) erfährt beim Uebergange von A^ zu B^, möge mit 
o)^ bezeichnet werden, sodass w„ zugleich die grösste Werthsch wankung 
von J(x) auf L^ darstellt. Ich kann alsdann fUr die Punkte der Linie 
La setzen: 

wo ( eine reelle Veränderliche bedeutet, die beständig zunimmt von bis 1, 
wenn x sich auf der positiven oder negativen Seite von A^ nach ß„ bewegt. 

Zwei Punkte von L„, in denen /, also auch J(x)^ denselben Werth 
hat, sollen conjugirte Punkte heissen. Jedem Punkte x der positiven Seite 
entspricht hiernach ein ganz bestimmter Punkt der negativen; die Grenz- 
punkte A^, Ba sind sich selbst conjugirt; und wenn x in einer Richtung 
die ganze Linie L^ durchläuft, so beschreibt der conjugirte Punkt x die- 
selbe Linie in entgegengesetzter Richtung. 

Da alles dies gleichmässig für alle q+1 Randlinien gilt, so gehören 
zu einem Werthe von t in dem reellen Intervalle von bis 1 im ganzen 
2p + 2 Punkte der Grenze, nämlich p+l Punkte 

(a) (a) (a) ^ 

.Xf = §t'\'Vth (a = U, 1, ...» e) 

auf den positiven Seiten dieser Linien, und ebenso viele 

(a) (a) (a) 

^t = St + rjth 

auf den negativen Seiten. Für f = und f = 1 fallen die x und x' zu- 
sammen; zu i = gehören die Punkte A^^ zu / = 1 die B^. 

Alle diese x^ und x[ sind innerhalb des Intervalls von bis 1 regu- 
läre Functionen von t, weil J\x) innerhalb der einzelnen Strecken nicht 
verschwindet. Aber in der Nähe von / = ist x^ darstellbar als Potenz- 
reihe von yl, weil im Punkte A^ t von der zweiten Ordnung verschwindet; 
und ebenso sind die x^ und x[ in der Nähe des Endpunktes t = 1 als regu- 
läre Potenzreihen von ^l-t darstellbar. 

30* 
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Wir nehmen jetzt eine beliebige Function (p(x)^ die im ganzen Ge- 
biete 6 regulär und eindeutig ist. Dann ist auch 

eine eindeutige Function. Sie ist regulär im Gebiete G mit Ausnahme der 
Punkte Xo und x,; dort wird sie unendlich wie 

1 g)(a?o) 1 g>(«i) 



Wenn wir setzen: 



2ni X — x^ 2ni x — a?, 



*W^ = ^^rl^- ^ItI^+^W. 



'0 •""" "* ""l 



so ist demnach t/^(a?) nicht nur eindeutig, sondern auch beständig regulär 
im Innern und auf der Grenze von G. Folglich muss die Summe der 

Integrale fip(jr)dx^ jedes erstreckt im positiven Sinne über eine der Grenz- 
linien des Gebietes (?, den Werth haben. 
Nun haben aber die beiden Integrale 

/-^^ and /-^^, 

J X — x^ J x — x^ 

wenn wir sie über irgend eine von den q inneren Grenzlinien erstrecken, 
den Werth 0, dagegen für die äussere, das Gebiet G umschliessende Rand- 
linie den Werth 2ni. Folglich ist: 



j; 1 (p{x)dJ(x) = (p(xo)—(p(xi). 



Betrachten wir hier auf der linken Seite dieser Gleichung das auf die Linie 
La bezügliche Integral. Die Integration ist auszuführen von A^ bis B^ über 
die positive Seite der Linie, dann von B^ bis A^ zurück über die negative. 
Wir hatten gesetzt: 

Es ist nun zu integriren von / = bis 1; dabei ist x = Xt zu setzen; dann 

(«) 
von /=! bis / = zurück, und hier ist x = x[. Demnach ist das ganze 

über L« erstreckte Integral: 

f(p(x)dJ{x) = (^a\f'(plx:)dt+f\lx[)dt\ 

oder 

^1 (a) («) 

= "^a / {V'{x;)-(p{x[))dL 



ü 
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Daher ist 

Hier ist die Differenz (p(xo)—(p(xi) ausgedrückt durch die Werthdifferenzen, 
die in je zwei conjugirten Punkten der Grenze stattfinden. 

Es ist klar, dass man in dieser Gleichung (A.) das Reelle vom 
Imaginären sondern kann. Ebenso wie flir jedes (p(S+rii)^ muss sie dem- 
nach bestehen für jede Function tp^S—rii)^ die in dem gegebenen Gebiete 
regulär und eindeutig ist. Daher auch für jedes Aggregat 9>(5+^0+V^(^""^0; 
d, h. für jede Function J7(|, rj). Wir können deshalb die allgemeinere 
Formel aufstellen: 

(B.) l/(|o, 1?o)-l^(5x, VO = ko^affa^Ddt, 

in der fa(S) die Differenz der Werthe von U in den beiden zu t gehörigen 
Punkten der Linie L„ bedeutet: 



• 



(a) (a) (a) (a) 

Den Betrag der grössten Werthdifferenz von U auf der Linie L, 
haben wir mit Da(U) bezeichnet. Daher ist: 



Mithin auch: 



fra(t)dt 







Da(U). 



Somit ergiebt sich, als Folge der Gleichung (B.), die Ungleichung: 

(C.) |i^(io, »?,,)-t/(i„ vO\ ^ iKö«(t^)). 

Die Coef&cienten (o^ sind hierbei zunächst als Integrale 

/R(P, q)dp 

definirt, erstreckt von einem Nullpunkte des Differentials fl(p, q)dp bis zu 
dem anderen, der auf demselben reellen Linienzug liegt. 

§4. 

Die Ungleichung (C.) bringt den bekannten Satz zur Evidenz, dass 
keine Function U existirt, die auf jeder Grenzlinie constant ist, ausser 
ü=Const. Denn für ein solches U wäre jedes D^(U) gleich 0, somit: 

£^(?ü, Vid = U(§i, rix) = Const 
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Wohl aber giebt es Functionen l/, die an den Linien Z^, Lji • • ^ ^^ 
constant, und nur längs !(> variabel sind. Ich will eine solche Function, 
die den Bedingungen 

gentigt, allgemein mit U^i(S, v) bezeichnen. Für eine solche vereinfachen 
sich die Gleichung (B.) und die Ungleichung (C); es wird: 

wo 

ist, und I,, rit den Punkt auf der positiven Seite der Linie Lo bedeutet, der 
zu einem gegebenen / gehört, (|J, tj't) den conjugirten Punkt auf der nega- 
tiven Seite. — Ferner wird: 

(c.) |f/o(io, ^u)--d;,(i,, ^i)|^cuoZ)o(ü;,)- 

Dass es solche Functionen Uo giebt, und dass man ihre Werthe auf L^ will- 
kürlich vorschreiben kann, geht aus d^m DtrecAfe/schen Princip hervor. 

Es sei nämlich /*(§, rf) irgend eine reelle Function von (ß, rf)^ die 
längs Li) und in einer, wenn auch noch so engen, Umgebung von l^ stetig, 
eindeutig und regulär ist; femer seien c,,, Ci, C2, ..., c^ p+1 willkürliche 
reelle Constanten. Nach dem Dirichlet^chen Princip existirt dann eine be- 
stimmte reelle, in dem Gebiete G eindeutige und im Innern wie auf der 

Grenze reguläre harmonische Function l/(^, tj), die auf L^ den Werth 
Cof(S, Tj)^ auf den übrigen Randlinien dagegen die constanten Werthe c^, 
C2, . . ., c^ annimmt. In Bezug auf die q+1 willkürliche Constanten c ist 

dieses U natürlich eine homogene lineare Function. 

Damit nun auch die zu U zugeordnete Function V eindeutig ist, sind 
Q Bedingungen erforderlich, es müssen die Integrale 

erstreckt über die Linien Li, L2, ..., L^, den Werth haben. Dies sied 
aber p homogene Gleichungen zwischen c^i^ Ci, ..., c^, denen jedenfalls 
genügt werden kann durch reelle c, die nicht sämmtlich sind. Dabei 
muss C() von verschieden sein. Denn sonst wäre U eine Function U(§, rj)^ 
die auf allen Randlinien constatit, und zwar = auf L^ wäre. Diese mUsste 
demnach identisch 0, und somit auch Ci, C2, . . . , c^ gleich sein, was der 
Voraussetzung widerspricht. 
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Demnach können wir Co = 1 setzen. Wir erkennen so: Es giebt 
eine ganz bestimmte reelle Function 0;,(^, ^), die auf L», der gegebenen 
Function f(ß,ri) gleich wird, auf allen anderen Randlinien aber constante 
Werthe erhält. 

Ich will jetzt f(§, T)) der Beschränkung unterwerfen, dass die Werth- 
änderungen von / längs I^t kleiner oder gleich 1 sein sollen. Dann ist: 

somit zufolge (C): 

Ich behaupte aber: Wenn cü„ irgend eine positive Grösse bedeutet, 
die kleiner ist als c^u) dann kann man die Function f(ßy rf) so wählen, dass 

wird. — Wenn dies richtig ist, so stellt cüo die Grenze dar, bis zu der 
die Differenz 

ansteigen, die sie aber nicht überschreiten kann, wenn U^ die ^ Neben- 
bedingungen 

Do(£/o)^l, ö.(t/iO = 0, . . ., Z),(£/u) = 
erfüllen soll. 

Wenn wir setzen dürften: /*(!, 'y) = i auf der positiven, = — |^ auf der 
negativen Seite von !„, dann würde, wie die Gleichung (B'.) ohne wei- 
teres zeigt, 

sein, der Werth cwo würde also wirklich erreicht werden. Da wir uns durch- 
weg auf Functionen U beschränken, die auch am Rande des Gebiets regulär 
und a fortiori stetig sind, so dürfen wir diese Annahme über f(§, ly) nicht 
machen. Wir ersetzen sie durch eine andere, ihr nahe kommende, bei der 
f(S, ri) durchweg regulär bleibt. 

Es war üi», < a>(, angenommen worden. Ich kann demnach setzen: 

wo T ein positiver echter Bruch ist. Ich bestimme nun zwei Zahlen f,„ 'i 

80, dass 

T < fi < 1, 

0< A, </i-T, 
dass also <ü? 'i dem Intervalle von bis 1 angehören, aber /i— /(j>> t ist 
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Ich setze dann: 

WO (T ebenfalls einen positiven echten Brach bedeutet Nun bilden wir, was 
keinerlei Schwierigkeit hat, eine reelle, längs L,, und in der Umgebung von 
Z«u eindeutige reguläre Function u von S, ij, die auf L^i nur in den Punkten 
Ao^ Bo verschwindet, und auf der positiven Seite positive, auf der negativen 
negative Werthe hat. (Es kann z. B. ti = die Gleichung der geraden 
Linie sein, die durch ^u, B^ hindurchgeht; allerdings ist diese specielle Be- 
stimmung nur in dem Falle erlaubt, wo die Gerade keinen anderen Punkt 
von lo triflft). 

Wenn wir uns dann auf diejenigen Punkte der positiven und der 
negativen Seite von £0 beschränken, für die 

ist, so kann u nicht werden, und der absolute Werth von u wird eine 

von verschiedene untere Grenze haben. Wir denken uns nun u mit 

einem so grossen positiven constanten Factor behaftet, dass auch diese 

untere Grenze 

2 



n 



.3 



wird. Alsdann ist: 



Setze ich nun: 



n.o — — 



f(S, r,) = ^Arctg(fi), 



wo der Arcus Tangens zwischen — -^ und -^ angenommen werden soll, so 

ist, da u nicht unendlich wird auf I^^ dieses f(S, tj) jedenfalls eine längs Li, 
eindeutige und reguläre Function. Die dieser Annahme entsprechende Func- 
tion f/üd?, rj) erfüllt die Bedingungen 

Es ist aber jetzt leicht zu sehen, daas 

^0(^0, %) — t^)(ll, ^1) > Wo 

ist. Denn da f(§, ri\ ebenso wie u selbst, positiv auf der positiven, negativ 
auf der negativen Seite von L(, ist, so ist innerhalb des Intervalls von bis 1 
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und daher: 



fnt)dt>f'f(t)dt. 



'o 

In dem Theil-Intervalle von <ü bis t^ ist aber: 

u 






n 



Femer ist 

|Arctg(fi)| = Arctg|fi| = y-Arctg 
nnd da 

Arctg 

ist, so ist in dem betrachteten Intervalle: 



u 



u 



1^ 

u 



n 



|Arctg(«)|>^(l-<f). 



Daher ist 



f^a(l„ »70 



1-8 
2 ' 



1-8 



somit 



und 



üu(i:, n'd < -(V-), 



fiO > \-S, 



/V(Orf<>a-oa-<J). 



Nun ist aber nach der Definition von 3: 



(/l-<ü)(l-<J)=T = 



W, 



Folglich 



fO. 



nnd am so mehr: 



t, 

U 



Cü, 



0? 



«>ü. 



Es ist daher, der Gleichung (B'.) zufolge 

Damit ist bewiesen: Für jede Function U^(ß, rf)^ die ausser den allgemein 

für jedes ü(^, rj) aufgestellten Voraussetzungen, noch die speciellen Bedin- 
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gangen erfüllt: 

Dom ^ 1, A(ü;o = D,m = . . . = D^m = 0, 

ist zwar immer 

Wenn aber eine Zahl w^ angenommen wird, die kleiner ist als coo) 
so ist es möglich, unter diesen Functionen Uo(ß,Tj) besondere und zwar 
reelle anzugeben, für welche: 

ist 

Es seien jetzt 

Q+l beliebige positive Grössen. Ich nehme an, man wisse von einer Func- 
tion U(ß, r])i äass ihre Werthschwankungen auf den einzelnen Randlinien 
La dem absoluten Betrage nach diese Grössen J nicht überschreiten, dass also 

ist. Bilden wir dann 

so ist der Formel (C.) im vorigen Paragraphen zufolge: 

also J jedenfalls ein Werth, den die aufgestellte Differenz nicht überschreiten 
kann, wenn wir U den q+1 Bedingungen 

Da(JJ) ^ Ja ^''"^ ^' •••' ^> 

unterwerfen. Aber die Differenz kann diesem Werthe J beliebig nahe 
kommen : 

Ist J^ irgend eine Grösse, die kleiner ist als J^ so ist es möglich, 
ein den Bedingungen 

Da(V) < Ja (« = Ö, 1, ..., e) 

genügendes und ausserdem reelles V anzugeben, wofür 

ist. — Dies lässt sich folgendermassen beweisen. 
Ist 

J' < ICiOaJa). 
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80 kann man J' auf die Form bringen: 

a=ü 

WO jedes oi^ kleiner ist als das entsprechende (o^. 

Wir haben vorhin eine reelle Function £/o(^, v) gebildet, die den 
Bedingungen: 

genügt, und für die 

ü;,C^ü, ^(j)-ü;)(§i, ^i) > tt>ü 

war. Dabei konnte cuo irgend eine Grösse sein, die kleiner ist als o;,,. 

Entsprechend denken wir uns jetzt ein ganzes System reeller Functionen 

aufgestellt, in der Weise, dass jedesmal 

JD.(^,)<1; JD^(£/J = für /?$«, 
und 

£/«G% Viö-Uai^u m) > w« 

ist. Hieraus bilden wir 

£/a V) = i(^a.i7.(l, 1?)). 

Da von den Functionen auf der rechten Seite nur J7«(|, tj) auf der Linie Z« 
veränderlich, die übrigen constant sind, so ist 

also, da Da(Ua) < 1 ist, 
Femer ist 

daher 

Hiermit ist der Satz bewiesen: 

Es sei G ein ()4-l-fach zusammenhängendes Gebiet. Innerhalb des- 
selben fassen wir zwei Punkte (^(„ ijo) und (li, lyi) in's Auge. Ausserdem 
seien J^^ z/i, . . ., J^ irgend welche positive oder wenigstens nicht nega- 
tive Grössen. Wenn wir dann diejenigen Functionen J7(|, ?j) betrachten, 
deren Werthschwankungen auf den einzelnen Randlinien lof ^i? • • • ? ^q die 
Werthe -^o? -^i? •••7 ^^ nicht überschreiten, so existirt für den Werthunter- 

31* 
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schied einer solchen Function in den beiden inneren Punkten (lo, 170), (^i, fji) 
eine bestimmte obere Grenze Jy die natürlich abhängt einerseits von den 
gegebenen Grössen J^j ^1? • • •? ^q, andererseits von der Lage der beiden 
Punkte im Gebiete. Dieses J ist eine lineare homogene Function der ein- 
zelnen Grössen J^: 

^ = i K^a); 

Die Coefficienten co^ sind positive, von der Lage der beiden Punkte im 
Gebiete abhängige Grössen, die bereits in bestimmter Weise definirt sind. 
Da die co Integrale sind, die mit Hülfe der charakteristischen Gleichung 
des Gebietes gebildet werden können, so bleiben sie ungeändert bei con- 
former Abbildung der Figur. 

Wir haben den Satz noch dadurch zu ergänzen, dass wir die geome- 
trische Bedeutung der w« feststellen. 

Wie verhält es sich mit den Functionen einer complexen Grösse 
x = §-{-7ii? Die Ungleichung (C.) bleibt bestehen. Wenn man also von 
einer im Gebiete regulären und eindeutigen Function q)(x) weiss, dass 
ihre Werthschwankungen auf den einzelnen Linien L^ die Werthe Ja nicht 
übersteigen, so ist jedenfalls: 

Aber es ist nicht gesagt, dass dies hier die obere Grenze des Werthunter- 
schiedes ist. Die Annäherung an den Werth J haben wir ja vorhin da- 
durch erreicht, dass wir reelle Functionen von | und 17 betrachteten. Die 
wahre obere Grenze für \(p(,Xo)—(p(xi)\ muss eine andere, wahrscheinlich 
transcendente, Function der J^ sein, die verschwindet, wenn auch nur ein 
Ja gleich gesetzt wird. Denn (p(x) ist schon noth wendig eine Constante, 
wenn auch nur eine der Grössen DaCy) gleich ist. 

§6. 
Da J(x) im Gebiete G nur die Periode 1 hat, so ist 

eine eindeutige Function. J(x) wird im Gebiet nur singulär an den Stellen 

ajjj, Xij und zwar wie 

2nt ^ x—x. 
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s hat daher im ganzen Gebiete, mit Einschlnss der Grenze, den 
Charakter einer eindeutigen rationalen Function, und wird nur in a?o, nur 
anendlich in a?i, beides von der ersten Ordnnng. 

An jeder Linie L^ ist der imaginäre Theil von J(x) constant. Deshalb 
hat der absolute Betrag von z längs jeder Randlinie einen constanten Werth. 

Femer gilt folgender Satz: 

s nimmt jeden Werth c entweder an einer Stelle im Innern, oder 
an zwei Stellen der Grenze an. 

Letztere sind natürlich immer zwei conjngirte Stellen. Sie können 
auch zusammenfallen. Ist c ein Werth, den z an einer solchen Doppel- 
stelle, einem der Punkte A^, B^, annimmt, so wird dort z—c gleich von 
der zweiten Ordnung. 

Zunächst eine Vorbemerkung zum Beweise. Jedem Punkte a einer 
Linie L^ entspricht ein conjugirter Punkt a' derselben Linie: derjenige, in 
welchem J(x) denselben Werth hat, wie in a. Wir können diese Definition: 
J(x) = J(x)^ ausdehnen auf Punkte, die nicht auf L^ selbst, aber in der 
Nähe von L^ liegen. Jedem x in der Nähe von L^ wird ein bestimmtes 
x' entsprechen, das gleichfalls in der Nähe von L^ liegt. Da aber, wenn 
X die Linie L^ ^^ einer Richtung durchläuft, der conjugirte Punkt x' den 
entgegengesetzten Weg macht, so muss einem Punkte x, der in der Nähe 
von Lay und innerhalb des Gebietes G liegt, ein conjugirter x' entsprechen, 
der sich bereits jenseits dieser Grenzlinie befindet. Wenn wir demnach L^ 
eng umschliessen durch eine ganz im Innern von G verlaufende Linie L'^y 
so wird durch die Gleichung J(x') = J(x) das zwischen L'^ und L« liegende 
Gebiet Ga conform abgebildet in ein anderes Gä, das in der Linie i« an 
G'^ grenzt, aber ganz jenseits L^ liegt. 

Es sei c ein beliebiger Werth. Ich bezeichne dann mit n die An- 
zahl der im Innern von G liegenden Wurzeln der Gleichung a — c = 0, und 
mit »^ (a = 0, 1, ..., (>) die Anzahl derjenigen, die auf L^ liegen, jede mit 
der zugehörigen Ordnungszahl genommen. Dann denke ich mir q+1 Linien 

ganz im Innern von G gezogen, welche die Randlinien Z^, £i, . . ., L^ eng 
umschliessen. Jedenfalls soll keine Wurzel der Gleichung ä— c = auf 
einer von den Linien L'^ oder zwischen einem L^ und dem zugehörigen L^ 
liegen, und ebenso wenig der Punkt a?!, wo z=^oc wird. 

Zu dem Gebiete Ga, das von L'a und La begrenzt wird, denke ich mir 
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nun das conjugirte 6« auf der andern Seite von L^ hinzugefügt. Das durch 
Vereinigung beider entstehende nenne ich G^. Es enthält die Linie L^ in 
seinem Innern und wird begrenzt nach der einen Seite durch die Linie L^^ 
nach der anderen durch die zu L'^ conjugirte Linie L'^y welche ganz ausser- 
halb des Gebiets G verläuft. 

Es sei 2n%m^ — wo m^ eine ganze Zahl ist — die Aenderung, 
welche log(»— c) erfährt, wenn x die Linie L« in dem Sinne durchläuft, 
dass das Innere von G^ zur Linken bleibt. 

Es wird dann der zu x conjugirte Punkt x* die andere Grenzlinie 
von Ga durchlaufen, ebenfalls in der Richtung, dass das Innere zur Linken 
bleibt Da nun zu conjugirten Punkten x, a?' derselbe Werth von J(x\ 
also auch von z gehört, so muss log(«— c) auf L« genau dieselbe Aende- 
rung 2n%m^ erfahren, wie vorhin auf Hay vorausgesetzt, dass auch hier x 
die Linie so durchläuft, dass das Innere zur Linken liegt. 

Die Summe beider Aenderungen, also ^nima, ist aber nach einem 
bekannten Satz gleich 27ii (p-q)^ wo p die Anzahl der Stellen im Innern 
von Ga bedeutet, in denen «— c = wird, und q die Anzahl derer, wo 
z = oo wird. Es ist aber offenbar ^ = und p = n^, da den Voraussetzungen 
nach zwischen L'^ und L«, und ebenso natürlich zwischen L^ und L«, keine 
Wurzeln der Gleichung « — c = liegen. Daher ist: 



oder: 



47iem« == 27i«n«, 



«a = 2m«. 



Die Zahl n^ ist demnach eine gerade, und m^ ist positiv oder 0. 

Nun betrachte ich den (()+l)-fach zusammenhängenden Bereich G', 

der von den Linien L« begrenzt wird. Auf der Grenze von G' liegt keine, 

und im Innern liegen n Wurzeln der Gleichung a — c = 0; ferner liegt im 

Innern eine Stelle, wo « = oo wird. Daher ist die Summe der Aenderungen, 

welche log(»— c) erfährt, wenn x die einzelnen Linien LI im negativen 

Sinne durchläuft, also in der Weise, dass jedesmal G' zur Rechten, und G« 

wie vorhin zur Linken bleibt: 

— 2:^i(»— 1). 
Dadurch entsteht die Relation 

2; 27itm« = — 27re(w— 1), 
oder 

n+ 2: m^ = L 

a=U 
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gegeben sind. Dieser Bogen, den wir K^ nennen wollen, ist keine volle 
Peripherie, weil (o^<:,l ist; (o^ selbst ist das Verhältniss der Länge dieses 
Bogens Ka znr ganzen Peripherie. 

Den Linien I», L^, . . . , L^ entspricht auf diese Weise ein System 
concentrischer Kreisbögen: 

and der analytische Satz, den wir im vorigen Paragraphen bewiesen haben, 
lässt sich jetzt geometrisch so fassen: 

Zn jedem Punkte z^c, der nicht auf einer der Linien K liegt, ge- 
hört ein und nur ein Punkt im Innern von G, und keiner auf der Grenze. 
Einem Punkte z = c aber, der auf einer der Linien K liegt, entspricht kein 
Punkt im Innern, dagegen zwei und nur zwei Punkte der Grenze, die auf 
einer und derselben Randlinie liegen. Endlich entsprechen den 2(>+2 End- 
punkten der Linie K die Punkte, die wir mit A^, B^ bezeichnet haben. 

Man sieht auch, dass zwei verschiedene Linien K keinen Punkt mit 
einander gemeinsam haben können, auch wenn sie denselben Radius be- 
sitzen sollten. Denn dies würde heissen, dass z auf zwei verschiedenen 
Linien L^ denselben Werth annimmt. 

Dem Punkte Xo entspricht in der ä- Ebene der Nullpunkt, dem Punkte 
a?! der unendlich ferne. 

Wir können die Gesammtheit aller nicht auf den Linien K liegenden 
Punkte der jss- Ebene als das Innere, die Linien K selbst als die Begrenzung 

eines ((>+!) -fach zusammenhängenden Gebietes G auffassen. In dieses wird 
durch die Gleichung: 

das Gebiet G conform abgebildet, und zwar so, dass x^^ in den Nullpunkt, 
Xx in den unendlich fernen übergeht, und die Linien L in Bögen concen- 
trischer Kreise, die um den Nullpunkt beschrieben sind. 

Abgesehen davon, dass man zu z noch einen constanten Factor 
hinzufügen kann, ist diese Abbildung eine völlig bestimmte. 

Denn nehme ich an, dass eine Function z = f(x) gegeben ist, die 

eine gegenseitig eindeutige Abbildung der Gebiete G und G vermittelt, und 
dass Ä = für o: = a?«? « = cx> für a? = a?i wird. Wenn ich dann im Gebiete 
G eine Linie L^ ziehe, welche die Randlinie L^ eng umschliesst, und in 
der «-Ebene die entsprechende Linie K'^ construire, die den Bogen K^ um- 
giebt, so wird offenbar nicht nur z, sondern auch log(2) in sich selbst 
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zarttokkeliren, wesn z die Linie K'^ dnrehläoft Daher wird auch 

in sich selbst zurückkehren, wenn x die Linie L'^ beschreibt Die Eigen- 
schaften dieser Function stimmen demnach genau mit denen überein, durch 
welche unser J(x) bis auf eine additive Constante bestimmt war. 

Bei dieser Abbildung des Gebietes G in die ganze unendliche Ebene 
(«) erhalten die CoeMcienten co^, wie bereits erwähnt, eine sehr einfache 
geometrische Bedeutung. Ich will deshalb unseren Hauptsatz noch einmal, 
jetzt in dieser Form, aussprechen: 

Es sei ein ((>+l)-fach zusammenhängendes Gebiet mit regulärer 
Begrenzung gegeben und eine harmonische Function 17(1^ 17), von der man 
weiss: erstens, dass sie in dem ganzen Gebiete, mit Einschluss der Grenze, 
regulär und nebst ihrer zugeordneten Function F(^, rj) eindeutig ist, zwei- 
tens, dass die Wertbänderungen, welche U(ß, rj) auf den einzelnen Rand- 
linien Lo Zi, . . ., L^ des Gebietes erfährt, ihrem absoluten Betrage nach 
unterhalb gegebener Werthe Jo^ z/j, ..., J^ bleiben. 

Fasse ich dann mit dieser einen Function U zugleich die Gesammt- 
heit aller ins Auge, die beiden Bedingungen genügen, so wird der absolute 
Werth der Aenderung, die ein solches U beim Uebergange von einem Punkte 
Po innerhalb des Gebietes zu einem anderen Pi erfährt, insofern eine variable 
Grösse sein, als ich die Function U variiren kann. 

Diese variable Grösse |t/o--l/i| hat indess eine endliche obere 
Grenze Jy der sie durch geeignete Wahl von U beliebig nahe gebracht, 
die aber nie überstiegen werden kann. Der Werth von J wird natürlich 
abhängen einerseits von den gegebenen Werthen z/,,, ^,, ..., J^^ anderer- 
seits von der Lage der beiden Punkte P«? Pi ina Gebiete. Nach unseren 
Beweisen gilt nun Folgendes: 

J ist eine lineare Function von ^0, z/j, ..., J^: 

^ = i OJa^a, 

dertnk Coefficienten w^ zwischen und 1 gelegene Grössen sind. 

Die Art, wie die einzelnen co^ von der Lage der beiden Punkte 
i*u7 ^1 i™ Gebiete abhängig sind, wird angegeben durch den Satz: 

Bildet man — was im wesentlichen nur auf eine Weise möglich 
ist — das Gebiet G conform ab auf die ganze unendliche Ebene, und 
zwar so, dass dem Punkte P,, der Nullpunkt, P^ der unendlich ferne ent- 
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spricht, und dass die Linien L in Bögen concentrischer Kreise übergehen, die 
nm den Nullpunkt beschrieben sind, so ist jedes co^ gleich der Länge eines 
solchen Kreisbogens, dividirt durch dessen ganze Peripherie. 

Eine Folgerung möge noch erwähnt werden. Da die co^ sämmtlich 
kleiner als 1 sind, so ist: 

Hier ist der Ausdruck auf der rechten Seite vollkommen unabhängig von 
Po» ^1« Wir ziehen hieraus den Satz: 

Die grösste Werthschwankung einer Function U in einem Gebiete G 
ist kleiner oder gleich der Summe der grössten Werthsch wankungen, die 
U auf den einzelnen Randlinien von G erfährt. 

§8. 

Für den Fall (> = 0, wo nur eine Randlinie vorhanden ist, hätte sich 
die ganze Betrachtung hauptsächlich insofern vereinfacht, als hier jede im 
Gebiete reguläre harmonische Function U zugleich eindeutig ist und eine 
eindeutige zugeordnete Function hat. Das Resultat bleibt bestehen. Wenn 
ich also die Function U der Bedingung unterwerfe, dass ihre Werth- 
schwankungen auf der Randlinie den Werth Jo nicht übersteigen sollen, 
so ist coJq die obere Grenze für den Werthunterschied |J7;,— l/i| der Func- 
tion in zwei fest angenommenen Punkten Po? '^i innerhalb des Gebietes. 
Dabei ist co ein positiver echter Bruch, dessen geometrische Definition fol- 
gende ist: 

Transformire ich das gegebene Gebiet G durch eine Gleichung 
z = f(x) so, dass Xo in den Nullpunkt, Xi in den unendlich fernen und die 
Randlinie in den Bogen K eines um den Nullpunkt beschriebenen Kreises 
übergeht, während dem Innern von G die ganze «-Ebene mit Ausnahme 
der Linie K entspricht, so ist oi gleich der Länge dieses Bogens K^ dividirt 
durch die ganze Peripherie. 

Vergleichen wir damit das Resultat, das wir in den ersten Paragraphen, 
allerdings nur für die Functionen U=(p(^+i]i)^ erhalten haben. Danach 
ist |üij— Uli immer kleiner als JS.^o, wo E ebenfalls einen von der Lage 
der beiden Punkte Po, Pi abhängigen echten Bruch bedeutet, der aber anders 
definirt war, nämlich folgendermassen: 

Transformire ich durch eine Gleichung 
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das gegebene Gebiet in den Einheitskreis: 

\y\ ^ 1, 

und zwar so, dass dem Punkte x^ der Mittelpunkt 9 = dieses Kreises ent- 
spricht, dann ist E die Entfernung des Mittelpunktes von derjenigen Stelle 
jfi im Innern des Kreises, die dem Punkte x^ entspricht 

Es ist von Interesse, zu untersuchen, welcher von diesen beiden 
Werthen E und o) der kleinere ist. Die Beziehung, welche zwischen E 
und 0} besteht, wird man am einfachsten erhalten, wenn man das Gebiet 

G^ also die volle «-Ebene mit dem Kreisbogen K als Grenze, in den Ein- 
heitskreis der jf-Ebene abbildet, und zwar so, dass dem Punkte ä = wiederum 
der Punkt y = entspricht. Wenn wir ausserdem die Substitution so ein- 
richten, dass der Werth yi, der zu a = 00 (also zu a? = x^) gehört, ein posi- 
tiver wird, so ist offenbar direct tfi = E. 
Es seien 

c' und c" = c e'"*"' 

die beiden Endpunkte des Bogens K. Dann stellt 

c = c e^*"* 
die Mitte desselben dar, und der Ausdruck 

CT + c' 

« = c — —7—, 

C + CT ' 

der für T = den Werth c, für t = 1 den Werth c, endlich für t = 00 den 
Werth c" annimmt, stellt analytisch den ganzen Bogen K dar, wenn ich 
unter t eine positive Veränderliche verstehe, die von bis c» variirt. 

Einem Punkte ss, der nicht auf K liegt, entspricht ein negatives oder 
imaginäres r. Setze ich nun t = t^, also 

80 gehören zu jedem Punkte der Linie K zwei reelle Werthe / und —t, 
zu jedem z ausserhalb K aber zwei imaginäre. Wenn wir unter t den- 
jenigen der beiden Werthe verstehen, dessen zweite Coordinate >0 ist, 

so wird hierdurch das Gebiet G conform abgebildet auf die positive Halb- 
ebene (0* 

Nun seien ^ und ti die beiden Werthe von /, die zu js = und 
J5 = 00 gehören: 

32* 
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Sie Bind mit positiver zweiter CoondioAte 2a nehmen; also iflt: 



nlto ni(o 



ti) = ie ^ ; /i — ie ^ 
Setzen wir weiter: 



= 9y 



80 entsprechen den Werthen / = 0, / = 1 und / = c» die Werthe: 

die sämmttich dem absolaten Betrage nach 1 sind. Daher geht durch diese 
Substitution die reelle Gerade in den Einheitskreis der y-Ebene über. Dem 
Werthe /o entspricht der Wertb y = 0, und dem Werthe * = ^ der Werth 

L—t. . f 710} \ 

Durch die beiden Substitutionen 






wird demnach die Fläche G zuerst in die positive Halbebene, dann in den 
Einheitskreis der Ebene (y) übergeführt Dabei entsprechen den Punkten 
a = und Ä = 00 (die ihrerseits durch die Gleichung z = f{x) aus (Fj, und 
Xi hervorgingen) zuerst die Punkte t=^to und i = ii, dann y = und 

y = 8in(— ^)- Folglich ist: 

E = 8in(^, 

2 

ü) = — ArcBin(E). 

Diese Formel zeigt, dass o) kleiner ist als E, dass demnach die Unglei- 
chung (B.) auch für das einfach zusammenhängende Gebiet in Bezug au 
die Functionen eines complexen Arguments mehr aussagt, als der Satz 
welcher in den ersten Paragraphen aufgestellt wurde. Allerdings ist aac 
für diesen kleineren Werth ^[^.(o, oder D(y).a), nicht bewiesen, dass er di 
wahre obere Grenze von \<p(Xi^—(p{x^\ darstellt, was hier noch einmal her 
vorgehoben werden soll; dies steht vielmehr nur fest ftir das umfassender 
Geschlecht der harmonischen Functionen. 

Nehmen wir noch einmal für G die Fläche des Kreises, der mit de 
Radius R um den Nullpunkt beschrieben ist Es sei wieder (p(x) eine i 
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lieber die Keihenentwiekelung der Integrale 

eines Systems von Differentialgleichungen in der 

Umgebung gewisser singulärer Stellen. 

(Fortsetzung der Arbeit aus Band 117 8. 104—128.) 
(Von Herrn J. Hörn in Charlottenburg.) 



Uie vorliegende Arbeit bringt zu der unter gleichem Titel im 116. 
und 117. Bande dieses Journals erschienenen Abhandlung einige Ergänzungen, 
welche zum Theil durch den dritten Band von Ptcarrf's Trait^ d'Analyse 
veranlasst worden sind (§ 10 und § 11). Hieran knüpfen sich einige Be- 
merkungen über die Art, wie die willkürlichen Constanten in den früher 
aufgestellten Reihenentwickelungen auftreten (§ 12). 

§10. 

Im ersten Kapitel des dritten Bandes des Traitd d' Analyse wird nach 
Vorarbeiten der Herren Poincare und Picard ein System von Differential- 
gleichungen 



Aj Ag An 4 

betrachtet, worin X^ (a=l, ...,n) eine gewöhnliche Potenzreihe von 
a?i, X2^ ..., x^ darstellt, welche für a?! = 0, ..., x, = verschwindet und 
für hinreichend kleine absolute Beträge der Argumente convergirt: 

Es handelt sich um die Integralcurven, welche durch den Punkt iCi = 0, . . ., 
x^ = gehen oder sich demselben beliebig nähern. Das System wird auf 
die Form 

dt 

gebracht, und es werden Xi, . . ., x^ als Functionen von / dargestellt. Es 
seien folgende Bedingungen erfüllt: 



Born, über die Rethenenttoickelung der Integrale van Differentialgleichungen. 255 

1) die Determinante {a^ß—s^aßl (^^/^ =^ 1 7 •••?'*) ^^^^ lauter einfache 
Elementartheiler «— ai, ..., «— a«; 

2) die Punkte a^ . . . , a^ (»» ^ «) Hegen in der Ebene der com- 
plexen Zahlen auf derselben Seite einer durch den Nullpunkt gehenden 
Geraden; 

3) es bestehe keine Beziehung von der Form 

wo a eine der Zahlen 1, ..., n bedeutet und (>i, ..., (>^ ganze positive 

Zahlen (einschl. 0) mit einer Summe piH f-Pm > 1 sind. 

Dann ergeben sich, wenn mit C^, ..., C^ willkürliche Constante 

bezeichnet werden, für a?!, . . ., x^ Potenzreihen von Cif^, . . ., C^*"**, welche 
convergiren, wenn die absoluten Beträge dieser m Grössen gewisse Werthe 
nicht überschreiten, und welche mit diesen Grössen verschwinden. 

Es fragt sich zunächst, unter welcher Bedingung es möglich ist, die 
Veränderliche t einen Weg durchlaufen zu lassen, auf welchem sich 

^1 •••? '*"* gleichzeitig der Grenze Null nähern. Es sei ai^^pi+qiV—l 
(f = 1, . . ., m). Wir setzen 

so dass 

ß^^^P^iogr-,,^^ Ö, = ;.,d+g,logr. 

Die Variable ( durchlaufe die Curve &^f(r) mit limr = oder limr = oo; 
es handelt sich um die Bedingung dafür, dass sich die Ausdrücke 

logR, = Pi\ogr-qif(r) (i = 1, ..., «) 

f(r) 

gleichzeitig der Grenze — 00 nähern. Ist 1) lim J^ ^ = + co (z. B. wenn 

t die hyperbolische Spirale ^ = — mit dem asymptotischen Punkt * = 

durchläuft), so ist 

lim log/!. = —qilimf^r) = — 00, 

wenn lim/(r) = +oo und sämmtliche 9, positiv oder lim/(r) = — c» und 
sämmtliche qi negativ sind. Ist 2) lim -p-^ = (z. B. wenn sich t auf 

der Geraden &==S^ nach / = bewegt), so ist limlogÄ^ =/?< lim log r = ~oo 
(•= 1, ...,m), wenn limr = und sämmtliche pt positiv oder limr = cx) und 

sämmtliche p, negativ sind. Ist 3) lim ^ ^ = — endlich und von Null 
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verschieden, so kann man /(r) = — logr setzen, also t die logarithmische 
Spirale r = e**^ durchlaofen lassen« Setzen wir 



so wird 



wo 



»^ — logr+d". 






*• p.— ?^' ' p.-" 



ist, SO dass auch T* eine logarithmische Spirale durchläuft (f und f* wer- 
den nur dann gleichzeitig mit endlichem Argament Null oder unendlich 
gross, wenn m und Mi gleichzeitig unendlich werden, d. h. wenn qi = 0, 
also a, reell ist.) Wir haben 

logß. - (;^.-|-)logr^y,^'^ 

damit limlogÄ. = — oo (f=l,...,m) wird, müssen die m Zahlen 

Pi—-^ (i=r 1,..., «) 

dasselbe Vorzeichen haben, d. h. die Punkte a. =j9^+gr.l/-l (t = l, ...,iii) 
müssen auf derselben Seite einer Geraden liegen, welche, wenn p, q die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes der Zahlenebene bezeichnen, die 

Gleichung p — — = oder q = mp besitzt. 

Es sei schliesslich limi9^ = ±oo, ohne dass sich r der Grenze 0. oder 
oo nähert; liralogflj = —gr-lim^ ist nur dann gleich — oo, wenn limi9^ = 4-cx> 
und sämmtliche qi negativ oder lim 5^ = — oo und sämtntliche qr, positiv sind. 
Alle Fälle zusammenfassend, haben wir den Satz: 

Die Grössen T', . . . , f"*" können sich nur dann gleichseitig der Grenze 
Null nähern, wenn die Punkte 0i, . . .^ a^ auf derselben Seite einer durch 
den Nullpunkt gehenden Geraden liegen. 

Wenn nun die Punkte ö. = g^e"^* ~^ (t = 1, ..., m) auf derselben Seite 
einer durch den Nullpunkt gebenden Geraden liegen, d. h. wenn ein .Win- 
kel cp derart vorhanden ist, dass 
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80 geht das System 



durch die Sabstitation 



fl^er in 



dx 

t—[f- = 2:aaß^^ß+'" (0,^ = 1 fi) 



_ #'<«j'-i 



t = / 



/'-^ = 2o!aß^ß-\ ? (a, ;9 = 1, ..., n) 



wobei 



a' = ^^-'n 



*aß — ^ ^aß 

ist; die Gleichung |ö«;,— «'(^«^1 = hat die Wurzeln 

das Argument (p[ = q>i+(o von a^ erfüllt die Bedingung 

(p + ü) <C (p'i<i y + co + 7i 
oder, wenn man tt> = — -5-— 9) annimmt, 



d. b. die reellen Theile der Grössen ai, ..., a'^ sind positiv. 

Die obige Bedingung 2) ^aim demnach sstirilckgeführl werden auf di6 
Bedingung, dose die reellen Theile von d^, . . ., a^ positiv sind. 

Die Gestalt, welche die Reihenentwickelungen der Integrale an- 
nehmen, wenn die Bedingungen 1) und 3) nicht erfüllt sind, wurde in der 
frttheren Arbeit unter der Voraussetzung untersucht, dass ai, ..., a^ positive 
reelle Theile besitzen; nach dem, was soeben gezeigt wurde, gelten die- 
selben Entwickelungen , wenn ai, ..., a^ auf derselben Seite einer durch 

den Nullpunkt gehenden Geraden liegen. An Stelle von r*, .. ., t"^ treten 
Ausdrücke 

r(logO% . . ., ^'"(logO^ 

wo Iti, ..., Ar« ganze positive Zahlen (einschL Null) sind, welche durch die 
Elementartheiler der Determinante \a^ß—sd^ß\ und durch die zwischen a^, . . ., a^ 
bMehenden Beziehungen bedingt sind*) Unter der über a^, . . ., a^ gemachten 



*) Die Modificationen, welche in Folge davon eintreten, däss auf der rechten Seite 

dop 
der Differentialgleichung t J' = Xa die unabhängige Veränderliche t nicht erscheint» 

sind leicht zu erkennen. Zunächst tritt in den Potenzreihen für x^J , . ,y Xn die Grosse 
Journal för Mathemaük Bd. CXVII. Heft 3. 33 
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Voraassetzang ist es möglich, t einen solchen Weg durchlaufen zu lassen, 

dass sich die Grössen /*^(logO** (< = 1? • • •? *») gleichzeitig der Grenze Null 

nähern; denn durch die Substitution 1 = 1'*"^ gehen diese Grössen über 

in /'"i(logO**-e****'^""\ wo die reellen Theile der ai positiv sind. Die letzteren 
Grössen werden aber Null, wenn /' mit endlichem Argument Null wird; 
der entsprechende Weg von t ist im allgemeinen eine logarithmische Spirale* 

§11. 

Das DifiFerentialgleichungssystem habe wieder die in der früheren 
Arbeit zu Grunde gelegte Form 

Ga = -2: «a^Jf ;? + ••• 
ß 

und die Gleichung \aaß—8daß\ = habe die Wurzeln ai, . . ., a„. In der 
Ebene der complexen Zahlen mögen die Punkte 1, a,, ..., a^ auf der 
einen, die Punkte a^+^^ . . ., a„ auf der anderen Seite einer durch den 
Nullpunkt gehenden Geraden liegen*). Meine früheren Entwickelangen, 
welche auf der specielleren Voraussetzung beruhen, dass die reellen Theile 
von ai , . . . , a^ positiv sind, erfahren nur kleine Aenderungen« 

Die Determinante \aaß'-sd^ß\ habe zunächst lauter einfache Elementar- 
theiler «— a^, ..., «— a„, sodass man dem System die Form geben kann: 

X-^ = (^aya + '-'l (a = l, ...,») 

welche unter der Voraussetzung, dass zwischen Oi, . . ., a« keine Relationen 



t nicht selbst als Argument auf. Wenn ferner die Grössen a,, . . ., o^ so angeordnet 

werden, dass die reellen Theile der Grössen e^^-^ Oi (i = 1, . . ., m) (oder, was dasselbe 
ist, die Entfernungen der Punkte a, von derjenigen Geraden, auf deren einer Seite diese 
Punkte liegen), nicht abnehmen, kommen nur Beziehungen von der Form 

in Bet;racht, während es sich früher, als Xa auch die unabhängige Veränderliche t ent- 
hielt, um Relationen von der Gestalt «< = (> + p,o, +'" + ^t-i «f-i handelte. 

*) Im Traite d' Analyse Bd. III, S. 21 ist ein solches System auf ein System von 
der in § 10 betrachteten Gestalt zurückgeführt; es bedarf jedoch noch des Nachweises, 

dass Relationen von der Form l = p^X^-\ [-p«^n (in der Bezeichnung des Herrn 

Picard) nicht in Betracht kommen. 
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besteheD, in § 1 (Bd. 116) behandelt ist. Die dortigen Entwickelangen blei- 
ben Wort für Wort bestehen; nur zum Convergenzbeweis ist Folgendes 
zu bemerken. 

Es handelt sich wie in § 1 um den Nachweis, dass eine positive 
Zahl M so vorhanden ist, dass 

ist für alle Systeme ganzer positiver Werthe ^^ ^i, . • ., >t„ mit Ausnahme von 

2 = 0, iiH ^-2^ = l. Derselbe lässt sich wie folgt führen. Der Winkel 

0) sei (ähnlich wie in § 10) so gewählt, dass die reellen Theile von 

o' = ^y-^ und a'i = e^^a^ (• = 1, . . ., iw) positiv, diejenigen von ai = e^^^'^^a^^ 
(Ar = «14- 1, ...,'*) negativ oder Null sind, und man beweist wie in § 1 
das Vorhandensein einer solchen Zahl M, dass für alle Werthsysteme ^l, >li, ..., K 
mit Ausnahme von 2 = 0, 2i4 h^m = l 

|io'+Aio;+-..+/^a:-oil>^ 

ist. Man braucht nur auf S. 270, Bd. 116 a', al, . . ., a^ an Stelle von 1, ai, . . ., a^ 
zu setzen. Wegen 

ist dann auch 

w. z. b. w, 

Falls Relationen zwischen den Grössen a^ . . . , a^ bestehen (§ 2), 
erfährt auch nur der Convergenzbeweis geringe Modificationen. Es handelt 
sich um Beziehungen 

a^ = A+^iaiH h.^möm, 

wo i, ii, ..., A^ ganze positive Zahlen einschl. Null (mit Ausnahme von 

2 = 0, 2iH f-^m^ 1) sind. Diejenigen Grössen «i, ..., a^, welche nicht 

auf der linken Seite einer solchen Gleichung auftreten, seien wieder mit 
ai, ..., Ol bezeichnet; die übrigen Grössen seien so geordnet, dass die 

reellen Theile von e'^^^^Oi (i = /+l,...,iii) eine nichtj abnehmende Reihe 

bilden. Die Grössen a' = e"^, aj = e'^^ö,. (« = 1, . . ., m) haben positive 
reelle Theile, und es können zwischen denselben nur Beziehungen von der Form 

also zwischen Oi, . . ., a^^ nur Beziehungen von der Form 

33» 
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beatehcD. Die reellen Theile der Grössen ai = e^^^a^fc (Ä^m+l, ...,ii) 
sip^ negativ .oder Null. Auf S. 282, Bd. 116 sind jetzt die Grösi^n üi, . . ., a» 
folgendermassen einzuführen. Es sei 

0<a'^gi(a'), 

<; a| ^ SftCoI), ci=i,...,o 

dann setzen wir 

a; 
di = —7-, (» = i, .... ■•) 

ferner 

sodass Qfc negativ oder Null ist. Wenn man wie frtlher (i = ^+iiaiH }-i»cu 

setzt, so ist eine Zahl r so vorhanden, dass für a > r der Coefficient von 
©AAil.;^ in der Recursionsformel (16.), § 2 positiv ist. Es ist nun zu beweisen, 
dass zwei Zahlen r und g so vorhanden sind, dass für a >> r 

\0itJ<9 
ist (Bd. 116, S. 288). Wir schreiben 
Q(a) ^ A+A,(a,~y,^)+--(aa-ya^) ^ a' Aa^+A,(Q{~vO+— (ag-ygO 

wobei «' 2= a'ß gesetzt • ist. Durch Anwendung des früheren Beweisverfahrens 
ergiebt sich das Vorhandensein zweier Zahlen r' und g' in der Weise, dass 

für ia'+iia;+..-+^X>t': 

Aa'+A,(a{-i/,e')+---(aL-i'aO 



ist. Setzt man 



la'^X,a[+ a'a 






SO ist für A+Aiai+--+^möm > t 



Vll] 



(?) 



.A 



m I 



W. z. b. w. Im übrigen bleibt der in § 2 geführte Beweis ungeändert be- 
stehen. Aus dem Angeführten sind auch die Aeuderungen ersichtlich, 
welche im Falle mehrfacher Elementartheiler in § 6 und § 7 Bd. 117 
vorzunehmen sind. 
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Demnach ergeben eich auch dann, wenn die Punkte ]., ai^ • . ., a^ auf 
dereMen Seite einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden liegen, Reihen 
von der Form 

WO ^a ^^^ ^it m willkürlichen Constanlen behaftete Potenzreihe der bei- 
gefügten Argumente bedeutet^ welche für hinreichend kleine absolute Beträge 
dieser Argumente coneergirt und für die NuUwerthe derselben verschwindet; 
&!, . . ., k^ sind ganze positive Zahlen (einschl. Null). Es ist möglich, die 
Variable x eine solche sich dem Nullpunkt unbegrenzt nähernde Curve 
durchlaufen zu lassen (im allgemeinen eine logarithmische Spirale), dass 

auch die absoluten Beträge der Grössen a?"'(loga:)*' (« = l7 •••> «*) beliebig 
klein werden. 

§ 12. 

Es möge nun noch auf die Abhängigkeit der Reihenentwickelungen 
der Integrale von den willkürlichen Constanten ohne Rücksicht auf Voll- 
ständigkeit kurz eingegangen werden. 

Beginnen wir zur Darstellung der Methode mit dem bereits erledigten 
Fall*), dass die Determinante \aaß—sd^ß\ lauter einfache Elementartheiler 
«— ai, ..., s—a^ besitzt und dass zwischen a^ ..., a^ keine Relationen 
bestehen (Bezeichnung wie in § 1; dabei kann wie in § 11 die Annahme 
gemacht werden, dass die Punkte 1, «i, ..., a^ auf derselben Seite einer 
beliebigen durch den Nullpunkt gehenden Geraden liegen; Oi, ..., a^ 
mögen verschieden sein). Für yi, . . ., y„ wurden in § 1 Potenzreihen der 
Grössen a?!, «i, . . ., ä« gefunden, wobei die Coefficienten (y,),. (i = 1, . . ., m) 

willkürlich gewählt werden konnten ; die Reihen mit (y^),^ = 1 (t = 1 , . . . , m) 

seien 

Es war js< = x""* angenommen, aber für die Entwickelungen des § 1 ist nur 
wesentlich, dass «i , . . . , z^ den Differentialgleichungen 

dZi 

X--1 — = aiZi (» = !,..., m) 



♦) Königsberger, Lehrbuch der Theorie der Diflferentialgleichungen (Kap. 5, IV); 
Picardy Traite cf Analyse (Bd. III, Kap. 1); sowie § 1 der Arbeit des Verf. 
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genügen; wir können also, ohne im übrigen etwas zu ändern, setzen: 

&i = CfX \ (<=l,...,*n) 

WO Ci, . . ., C^ willkilrliche Constante bezeichnen. Dann stellt das 
Reihensystem 

die in § 1 nachgewiesene Lösung des Differentialgleichungssystems dar, 
denn wegen 

y^ = CiX^-^"» (1 = 1, ...,m) 

sind Ci, ..., C„ genau die in § 1 eingeführten willkürlichen Constanten. 

Aehnlich verfahren wir für den Fall mehrfacher Elementartheiler 
im Anschluss an § 6 (Bezeichnung von S. 106, Bd. 117). Die dortigen Ent- 
wickelungen werden nicht geändert, wenn wir unter t^^ die allgemeine 
Lösung des Differentialgleichungssystems 

verstehen, d. i. 

/., = a^^'\i(P-i)»-xC«»,.(-ioga.)- c:;;:::::.,) 

wo Ci^j . . ., C^^^o willkürliche Constante sind. Es ist nämlich 
nun ist aber 



((>-l)Vi = (P-l>^''S((>-2V,C<^,(-loga:) 



und 

Ä((>-iX = (e-i).(e-2U, 

woraus die Behauptung folgt. Das in § 6 gefundene Reihensystem (3.) 
werde, wenn die willkürlich zu wählenden Grössen 

sämmtlich gleich 1 angenommen werden, mit 
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bezeichnet; dasselbe stellt, wenn man für die f^ die obigen Ausdrucke setzt, 

die in § 6 gefandene Lösung mit e*-\ h«^"*^ willkürlichen Constanten dar. 

Die Grössen C^*^ lassen sich nämlich so bestimmen, dass, wenn man y^ in 

eine Potenzreihe der Grössen o?, af^'\'-\ogxy^^ («= 1, ..., m; p = 1, ..., e^^) 

entwickelt, der Coefficient von af^^ in der Reihe für y (^ einen beliebig 

vorgeschriebenen Werth erhält. In § 6 hatte sich ergeben: 
und zwar ist unter der jetzigen Annahme cj ^ ^ = 1: 



wir haben demnach 

f (—1)»-» 

Kf = £ (v-iy. '"+••• 

oder unter Einsetzang des jetzigen Ansdracks für t„: 

Sind (y (,^\ ^^^j die vorgeschriebenen Werthe, so lassen sich die CJ*^ aus den 
Gleichungen 

bestimmen. 

Einer ähnlichen Darstellungsweise der Integrale durch Potenzreihen 
mit vollständig festgelegten Coefficienten, deren Argumente in einfacher 
Weise von den willkilrlichen Constanten abhängen, stellen sich gewisse 
Schwierigkeiten entgegen, wenn zwischen a^ . . ., a^ Relationen bestehen 
(§ 2 und § 7). Im Falle des § 2 wirkt der Umstand störend, dass zwischen 
den dort eingeführten Grössen <i, ... ,?t^ Beziehungen von der Form 

bestehen können, welche bei Berechnung der Reihen zu berücksichtigen 
sind, so dass x^ fj, ..., t^ nicht durchweg wie unabhängige Veränderliche 
behandelt werden können (vgl. die drei letzten Beispiele in § 3). Aber 
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atl^h in dem Falle, dass zwischen (ii, . . ., a^ nur die Relationen 

bestehen (wie in den beiden ersten Beispielen des § 3), wird eine stets 
gültige Darstelinngsweise ähnlicher Art durch den Umstand vereitelt, dass 
df6 Reihenentwickelungen der Integrale im Falle gewisser Beziehungen 
zwischen den CoefiSicienten der Dilfferentialgleichungen überhaupt nicht alle 
Grössen /i, ..., t^ enthalten. Wir wollen uns auf die Behandlung des fol- 
genden Beispiels beschränken: 

(1.) j ^^ ^ ^^^^' ^^' ^'^' ^"^'''^ 

wobei wir bisweilen die Bezeichnung benutzen: 

es sei ai = 1, 02 = 2, so dass die Relationen bestehen: 

02 = 2ai = 1+ai = 2. 
Nach § 2 ist Vi = l^ 1^2 = 3. Setzt man 



(2.) 



woraus sich 






(3.) 



/, = aj"'(C,-logx), 

5, = ar«'(C,+3C?(-loga;)+3C,(-logajy+(-logar)*) 

ergiebt, so wird dem System (1.) durch ein Reihensystem 

(4.) y, = SCitXx'tl't^' (- = 1.2) 

genügt, für dessen Coefficienten man die Recursionsformel erhält: 

(5.) a+^,o.+^a02-0a)ciji = (^.+i)cföA+.A+3(i,+i)ar.UA.+i+-. 

Für a = 1; ;i, = 1*) und a = 2; ilj = 1 ergiebt die Formel (5.) = 0; für 

a = 1; A = 1, 
a = 2; ii = 2, 
a = 2; ;i = l, X, = 1, 
a = 2; i = 2 

*) Die nicht angegebenen Zahlen l, A,, ^, sind gleich Nnll zn setzen. 
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erhält man 



(6.) 



ro 







(ya)x«.+/'»; 



unter Berücksichtigung von (yj\ = ergiebt sich 

P'l und P2 hängen auch von der Grösse (tfiX ab, welche nebst (yj),« un- 
bestimmt bleibt. Sind P' und P^ hdde von Null verschieden, d. h. ist 
G'^ 4= 0, Gys 4= 0, so ist (yO«, =*= 0, (yaX + ö? ^^^ Reihen für yi, yj hängen 
wirklich von ti und <2 ab. Die Reihen (4.), welche man erhält, wenn man 
die Werthe (yiX, (yi)«« irgend wie festlegt, seien mit ^aix, ti, ^2) (« = 1? 2) 
bezeichnet; durch Einsetzen der Ausdrücke (3.) mit den willkürlichen Con- 
stanten C|, C2 erhält man die Lösung des Systems (1.): 

(7.) ya = ^a{x, xCC-lOgO:), x\C,...^(}Ogxf)), (a-1,2) 

welche mit der in § 2 nachgewiesenen Lösung übereinstimmt. Man kann 
nämlich die Reihen (7.) in Potenzreihen von x, x(—\ogx)j x^(—\ogxy um- 
wandeln und Ci und C2 so bestimmen, dass der Coefficient von x in yi und 
der Coefficient von x^ in ya beliebig gegebene Werthe erhalten. 

Es können verschiedene Ausnahmefälle eintreten, von denen nur einer 
betrachtet werden möge. Ist P'4=0, P" = 0, d.h. G;4=0, G;j = 0, so 

würden wegen (yz^ = die nach der früheren Methode bestimmten Reihen 
^ überhaupt nicht enthalten; will man die Abhängigkeit des Integrals von 
den Constanten ähnlich wie vorhin darstellen, so kann man <|, ^2 durch die 
Differentialgleichungen definiren : 



(2'.) 



80 dass man erhält: 



X 



X 



dt 



dx 
dt 



I 



= aj,-x, 



dx 



j 



= 02*2? 



(3'.) 



t, = x"(C^-\ogx), 






als oh nar die Beziehung «1 = 1 bestände. Das zweite Glied auf der 
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rechten Seite der Recursionsformel (5.) fällt fort, ebenso die zweite der 
Gleichungen (6.) 7 bo dass auch (yaX unbestimmt bleibt Legt man die 
Grössen (yO,, (^2)»«) (y2X irgend wie fest, aber so, dass (y2X + ist, so 
erhält man ein Reihensystem ^«(^^ 'd ^2) (« = 1, 2), und dem System (1.) 
wird genügt durch 

(7'.) y, = gJl(a:, a^(Ci-loga:), C^x'). Ca = i,2) 

Nach § 2 ergeben sich für jfi, ^2 Potenzreihen von x^ aj(— logar), auf welche 
Form sich die Reihen (7^) bringen lassen, und zwar lassen sich C^ C2 so 
'bestimmen, dass nach der Umformung der CoefiSicient von a: in y^ und 
derjenige von x^ in ^2 beliebig vorgeschriebene Werthe erhalten. 

Charlottenburg, 22. Januar 1896. 
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Ueber eine Art von simultaner Darstellung 

bestimmter Integrale. 

(Von Herrn G. Kowalewski in Greifswald.) 



(pQ) und y^(t) seien Functionen der reellen Variablen t^ von denen 
nur die Stetigkeit in dem Intervalle (tti...T) mit Einschluss der Grenzen 
vorausgesetzt wird. Dann lassen sich, wie im Folgenden gezeigt werden 
soll, zwischen fc und T zwei ^Werthe *,, *2 und ausserdem zwei positive 
Grössen li^ X2 mit der Summe ^1+^2 = 1 nachweisen derart, dass man hat: 

Denkt man sich in einem rechtwinkligen Coordinatensystem (p{f) 
als Abscisse, v^(f) als Ordinate aufgetragen, so entspricht jedem Werthe t 
des Intervalles (^...T) ein Punkt in der Ebene. Die Gesammtheit aller 
dieser Punkte wird im Folgenden als die Punktmenge F bezeichnet, absicht- 
lich nicht als Curve, da aus der Stetigkeit von tp und ^ bekanntlich nicht 
folgt, dass man es mit einer eigentlichen, mechanisch durchlaufbaren Curve 
zu thun hat Die Punktmenge F hat folgende Eigenschaften, auf die sich 
der Beweis unseres Satzes stützen wird: 

1. Sie ist ganz im Endlichen gelegen, da (p(t) und rp^t) wegen 
der Stetigkeit obere und untere Grenzen haben. 

2. Alle Häufungsstellen von F gehören selbst zu F. Ist nämlich 
(ßyß) ^*Dö solche, so hat die Function 

[«-y(or+[/?-v(/)]' 

34» 
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die Null zur unteren Grenze, woraus wegen der Stetigkeit von (p und ip 
folgt, dass sie für einen gewissen Werth von / thatsächlich verschwindet, 
das heisst 

3. Hat man in der Ebene ein von einer stetigen Curve begrenz- 
tes, mit G bezeichnetes Gebiet (es genügt fUr das folgende ein Dreieck), 
und ein Punkt von F liegt innerhalb, ein zweiter ausserhalb von G, so 
giebt es auch einen auf der Begrenzung. 

Der Beweis ergiebt sich mit Hülfe des bekannten, von Bohano ein- 
geführten Verfahrens. Zu *=o gehöre ein Punkt F ausserhalb, zu f = 6 
ein solcher innerhalb von Gy und wir nehmen an, unsere Behauptung sei 

nicht richtig. Dann liegt der zu < = ^Z gehörige Punkt F entweder 
innerhalb oder ausserhalb von G. Im ersten Falle betrachte man das Inter- 
vall (a • • • — 5— )? im zweiten {^^ ft) und wiederhole denselben Schluss 

in infinitum. So erhält man eine unendliche Reihe von Intervallen, wo 
jedes folgende eine Hälfte des vorhergehenden ist und immer dem einen 
Endpunkt des . Intervalles ein Punkt F innerhalb, dem anderen ein solcher 
ausserhalb von G entspricht. Dadurch wird aber ein Werth | bestimmt, 
der in allen jenen Intervallen enthalten ist, und der zu f = I gehörige 
Punkt F liegt auf der Begrenzung von G. Wäre dies nicht der Fall, so 
könnte man einen Kreis ö um ihn construiren, der ganz innerhalb, 
resp. ganz ausserhalb von G liegt. Ferner könnte man wegen der Stetig- 
keit von (p und t/^ £ so klein wählen, dass allen Werthen t des Intervalles 
(§—«...1+6) Punkte F entsprechen, die in jenem Kreise liegen. Endlich 
werden die den Werth § einschliessenden Intervalle in unserer unendlichen 
Reihe schliesslich so klein, dass sie ganz zwischen §— £ und §+€ fallen. 
Dann müssten aber auch die zu ihren Endpunkten gehörigen Punkte F 
beide in den Kreis ö fallen, also beide innerhalb, resp. beide ausserhalb 
von G liegen, was nicht der Fall ist. 

4. Das durch drei Punkte a, b, c der Menge F bestimmte Dreieck 
hat folgende fundamentale Eigenschaft: 

Jeder Punkt p in diesem Dreieck liegt auf der Verbindungsstrecke 
zweier Punkte der Menge F. 
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Man verlängere nämlich irgend zwei der Strecken o^, B^, cf), z. B. 
ap und B:p über p hinaus bis zu den Punkten a', V so weit, dass die 
Strecke q!V keinen Punkt F mehr 
enthält, und c in dem Dreieck pa'V 
liegt (Dies ist wegen 1. stets mög- 
lich, wenn nicht etwa a, B, c in ge- 
rader Linie liegen. Dieser Fall er- 
ledigt sich aber von selbst, da dann 
jeder Punkt des Dreiecks aBc ent- 
weder auf aB oder Bc oder ca, also 
jedenfalls auf der Verbindungs- 
strecke zweier Punkte F liegt.) Be- 
trachtet man nun das Dreieck pa'B', so giebt es sowohl innerhalb, als auch 
ausserhalb desselben Punkte F, nämlich innerhalb den Punkt c, ausserhalb 
a und B. Folglich giebt es nach 3. auch auf der Begrenzung einen Punkt 
F, und zwar liegt er entweder auf ^3a' oder auf pV^ da a'V keinen Punkt 
F enthalten soll. Jedenfalls ist damit unsere Behauptung bewiesen. 

5. Es seien jetzt 

die Coordinaten von n Punkten der Menge F, und man betrachte die 
Punkte 



wobei 



K^UtWl (^11 ^l)i • • M (ßn-U^n^l)^ 



Sa = — - — r—. ; r- 



m = - 



*uyo + ^yiH — h^ht/h 



^0+\ -\ f-XÄ 



und 

sein soll. 

Offenbar ist dann 



^ 



0? 



Xi, . . ., ^n_i 







^A = 



Vh = 



__ (Xq + X, H h Xa-0 §A-1 + XkXk 



^0+X, i-...+XÄ-l +Xa 

(Xo + X, H h Xa_i)17a-1 + Xa^A 



^ + *iH Hxa-1 



+ Xa 



270 Kowalewski, über simultane Darstellung bestimmter Integrale. 

Geometrisch bedeutet dies, dass der Punkt (ßkyVk) auf der Verbindungs- 
strecke der Punkte (^^-i i %-i) nnd (a?*, y^) liegt. Würde nun (l^j^i, ly^^j) 
seinerseits auf der Verbindungsstrecke zweier Punkte der Menge F. liegen, 
so würde (1^^ Vh) in das von diesen beiden und dem Punkte (x,,, y«) gebildete 
Dreieck fallen, also nach 4. gleichfalls auf der Verbindungsstrecke zweier 
Punkte der Menge F liegen, (fi, i?i) liegt aber auf der Verbindungsstrecke 
zweier Punkte F, nämlich (x^^.yo) und (a?i, jfi), also gilt dies auch von 
(^2j%)^ (laj %) II« »• w. bis zu (1^.1, i?n-i), und man kann setzen: 

y(, .H.,^0.)+---+.._-.<. feJ ^ ,^(,) + i^((,, 

wo 

ist Die Gesammtheit aller Punkte mit Coordinaten wie 

l(p(t)+l(p(i), Xtf;(t)+lyj(t), 

d. h. ausser den Punkten Falle. Punkte der Verbindungsstrecken von Punkten 

F, bezeichnen wir mit F. 

6. Wir brauchen für das Folgende nur noch eine Eigenschaft der 

Punktmenge F, dass nämlich alle Häufungsstellen von F selbst zu F ge- 
hören. Dies ergiebt sich auf ähnliche Weise wie 2. Ist nämlich (y, d) 

eine Häufungsstelle von F, so hat die Function 

die untere Grenze Null. Sie ist aber eine stetige Function in dem durch 

die Ungleichungen ^ >L ^ 1, ta^t^ t^T bestimmten Gebiete und nimmt 
daher wirklich den Werth Null an. 

Nach diesen Vorbereitungen ergiebt sich der Beweis unseres Satzes 
sehr einfach. 

Wegen der Stetigkeit von (p(t) und yj(t) ist es möglich, zwischen 
<„ und T eine Einschaltung von Werthen Z^, ^, ..., t^^i so vorzunehmen, 
dass die Schwankung der Functionen (p und tp in den Theilintervallen 
kleiner als eine beliebig vorgegebene positive Grösse * ist. 
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Dann ist aber: 



/%(0rf/-[(/.-^,)y(O+-+(r-/._0«^(<.-0] 



e(r-o, 



b(T-Q. 



Denkt man sich /i— A, = Xü> 'j— 'i=«i, ••-, T— ',_i = «,_i gesetzt, so ist 
unter Benutzung von 5.: 

0,-Ov>(U+-^4-(r-^-0v>(«-0 ^ i^(o+Xv;(ö. 

Die obigen Ungleichungen nehmen dann, durch 7— <„ dividirt, folgende 
Gestalt an: 






«. 



Da € beliebig klein ist, so bedeutet dies, dass der Punkt mit den Coordinaten 



^f\{t)dt, ^f\(t)dt 



eine Häufungsstelle von Punkten F ist Daraus folgt nach 6., dass er 

selbst zu F gehört, d. h. es bestehen folgende Gleichungen (nach Multi- 
plication mit T—Q 






wo 



ii, ^2^0, ii+A2 = l und ft,^<i, «2^r 



ist 

Durch Anwendung einer ganz entsprechenden Schlussweise würde 

man für drei Integrale erhalten: 
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f\(S)dt = (T-A,)[^i9(0+^y('2) + A3y(0], 



T 



f yj(t)dt = (T-«o)[AiV^(0+^V(«2)+i3V(0], 



T 



WO 



ist 



f x{f)dt = (T-«ü)^x(0+^z(«2)+A3;t('3)], 



ii, A2, ^^0, ii+^+i3 = l und A,^/„<2, <3^r 



Ueberhaupt gilt, wenn (pi{t\ ^aCO? • • •? ^»(0 ^^ ^®°^ Intervalle (<^...T) 
mit Einschluss der Grenzen stetig sind, eine simultane Darstellung der 

/T 
(Pk(f)dt von folgender Art: 



<0 

T 



WO wieder 

*i? ^) • • •? ^« = ö) ^i+^2H hi« = l» Aj^^i, <2) •••7 L^T 

ist 
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lieber die Beschaffenheit der Differentialgleichungen 
der n Adjungirten, die zu einer linearen Differential- 
gleichung 9tter Ordnung gehören. 

(Von Herrn JE. Grünfeld in Nikolsburg.) 



1. 

l/ass die Coefficienten der zu der linearen Differentialgleichung 
fiter Ordnung: 

gehörigen Lagrange^ohtn Multiplicatorgleichung 

(2.) f.« = ^-^f^+-H-rrv.' = 

oder, was dasselbe ist, der Differentialgleichung ihrer isten Adjungirten, in 
jedem Falle Functionen derselben Beschaffenheit wie die Coefficienten 
Pi, ..., Pn der Differentialgleichung (1.) selbst sind, ist unmittelbar ersicht- 
lich. Dass dasselbe dann aber auch von den Coefficienten der Differential- 
gleichungen der ttbrigen «— 1 Adjungirten, die zur Differentialgleichung (1.) 
gehören, gilt, geht daraus hervor, dass diese aus den folgenden zwei Glei- 
chungen: 



(3.) 






in denen ti^;^) (Ar == 1, 2, .. ., it) die Arte Adjungirte bedeutet, durch Elimination 
von z, welches die Lösung von (2.) und mit u^^^ identisch ist, hergeleitet 
werden (dieses Journal Bd. 115, S. 329). 

Die beiden Gleichungen (3.) lassen sich übrigens durch das folgende 
System von Gleichungen ersetzen: (vgl. J. Ceh, Annales de TEcole Nor- 
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male, 1891) 



dti(i) _ 



(4.) 



dx 

dx 

du^3) 
dx 



= PnÄ; 



= Pn-1Ä-«(1)7 



= Pm_2»— «(2), 



du 



dx 



^ = p,«-tl.-i, 



(«(») 



welche wie folgt abgeleitet werden: für A=l ist nämlich die erste der 
Gleichungen (3.): 

(5.) «o) = P-~l»--^(Pn-2Ä)+-5-r(Pn-3»)----+(-l)""*-^j^, 



daher: 



^ = 4r(p.-.-)-4r(p.-.^H-H-ir-^. 



welch letzterer Differentialaasdrnck aber zufolge (2.) identisch ist mit p^s, 
womit die erste der Gleichungen (4.) hergeleitet ist. Für ä = 2 ist die 
erste der Gleichungen (3.): 



(5'.) 
daher: 



u 



d 



(2) 



= Pn-2Ä--r-(p„_30+-- + (-l) 



n-2 



r«— 2, 



dx 



dx^-^ ' 



^ = i(P-.»)-^(p.-3») + - + (-l)-' 



d«-lj5 



dieser letztere Differentialausdruck aber ist, wie aus (5.) hervorgeht, identisch 
mit ;?«-i»— tt(i), womit die zweite der Gleichungen (4.) abgeleitet ist. Setzt 
man ferner in der ersten der Gleichungen (3.) A = 3 und differentiirt, so er- 
giebt sich mittelst (5'.) die dritte der Gleichungen (4.) u. s. w. 

Die Gleichungen (4.) lassen in gleicher Weise erkennen, dass die 
Ädjungirten w^ij, W(2)? ••.? ^(»-d Functionen derselben Beschaffenheit, wie 
die nie Adjungirte z = u^n) sind und dass daher auch die Differential- 
gleichungen derselben so beschaffen sein müssen, wie die Differential- 
gleichung (2.), welcher z genügt, also auch wie die Differentialgleichung 
(1.) selbst. 

Wenn insbesondere die Coefficienten der letzteren Gleichung p„ ..., p, 
rationale Functionen von x sind, so sind es auch die Coefficienten der 
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Differentialgleichungen der n Adjnngirten, und ein Bingulärer Punkt der 
Pi ist auch ein solcher fUr die letzteren Coefficienten. 

Hat die Di£ferentialgleichnng (1.) in der Umgebung eines singulären 
Punktes, wofür der Einfachheit halber der Nullpunkt angenommen werde, 
die Gestalt: 

(Q) jhL+PiCg). ^''y + Pi(^ ^""'y +...-!■ p-c^) y = 

^^•^ dixf* ^ X da^-' ^ x' dx»-2 ^ ^ x^ ^ ^' 

WO die piQt) in der Umgebung von a? = eindeutig und stetig sind, und ist 

(7.) r(r-l)...(r-ii+l)+p,(0)r(r-l)...(r-ii+2) + ...+/^,_i(0)r+p.(0) = 

die auf diesen Punkt bezügliche determinirende Fundamentalgleichung, so 
hat bekanntlich die Differentialgleichung (2.) dieselbe Gestalt: 

(8.) ^+^Mj^+... + ±(^^ = 0, 

WO die qi(x) von derselben Beschaffenheit wie die pi(^x) sind, und zwischen 
den Wurzeln ihrer auf den Punkt x=^0 bezüglichen determinirenden Funda- 
mentalgleichung: 

(9.) p(p-l)...(p-»+l)+5f,(0)p(e-l)...(p-ii+2)+...+5f,_,(0)p+(/,(^^ = 

und den Wurzeln der Gleichung (7.) findet die Beziehung statt: 

(10.) p = -r+ii-1 

(Thome, d. J. Bd. 76, S. 284, vgl. auch Fuchs, d. J. Bd. 76, S. 180 und 
Frobeniw, d. J. Bd. 80, S. 320). 

Aus den Gleichungen (4.), die mit Weglassung der ersten auch so 
geschrieben werden können: 

dz 

dU(n-\) 



(4'.) 



W(«_2) = P2Ä — 



dx 



«(2, = Pn-2i--^ 



d»(2) 

folgt nach den von Herrn Fuchs herrührenden Sätzen über die „wie F be- 
schaffenen Functionen^^ (d. J. Bd. 66, S. 155), dass, wenn z, die nte Ad- 
jungirte, in der Umgebung eines singulären Punktes, nach der Bezeichnung 
des Herrn ThomS, regulär ist (d. J. Bd. 75, S. 266), die zugehörigen anderen 

35 • 
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fi— 1 Adjangirten gleichfalls reguläre Integrale ihrer Di£ferentialgleichangen 
sind, so zwar, dass, wenn z zum Exponenten q gehört, die Adjangirten 

beziehungsweise zu den Exponenten 

(11.) e— 1, p— 2, . . ., p-«+2, Q-n+1 

gehören. 

Ist daher die Differentialgleichung (1.) von der Form (6.), die in 
der Umgebung von a? = nur reguläre Integrale jd, ^2) •••» y» besitzt, 
welche zu den Wurzeln rj, r2, ..., r^ der Gleichung (7.) als Exponenten 
gehören, so ist die Differentialgleichung, welcher z genügt, diejenige in 
(8.), welche gleichfalls nur reguläre Integrale ^j, ^2? •••, »n besitzt, die zu 
den Wurzeln pi, p2, ..., Pn der Gleichung (9.) als Exponenten gehören, 
zufolge (10.) ist dann: 

(10'.) Qi = —r.^n—l. = 1 «) 

Alsdann sind die sämmtlichen Integrale einer jeden der übrigen n— 1 
adjungirten Differentialgleichungen ebenfalls regulär, so zwar dass, weil zu- 
folge (10'.) die Zahlen in (11.) sich verwandeln in 

-r,+«-2, -r.+«-3, . . ., -r^+1, — r„ 

die Integrale der ersten Adjungirten zu den Exponenten — r^, diejenigen 
der zweiten Adjungirten zu den Exponenten — r,+l, diejenigen der dritten 
zu den Exponenten — ri+2, u. s. w., schliesslich diejenigen der («— l)-ten zu 
. den Exponenten — ri+w—2 gehören. Zwischen den Wurzeln «, der deter- 
minirenden Fundamentalgleichung, die zur Differentialgleichung der Arten 
Adjungirten gehört, und den Wurzeln r, der zur Differentialgleichung (6.) 
gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung (7.) findet daher die Be- 
ziehung statt: 

(12.) Si = — r,.+ Ä— 1, (A = i, 2, ..., «) 

woraus auch umgekehrt folgt: 

Vi = —Si+k—l. 

So ist z. B. für die Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

d'y . Pi(-g) dy pXx) ^ Q 

dx' X dx x^ ^ 

mit der determinirenden Fundamentalgleichung: 

(13.) r{r^ l)+/^i(0)r+p2(0) = r'^~(l-pi(0))r+p2(0) = 
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die Differentialgleichong der ersten Adjungirten (dieses Journal Bd. llö): 
d 



_(^„')_(,,Pi^f)„')+„ 



dx^ ^ PjW ^ ^ dx X* 

mit der determinirenden Fundamentalgleichung: 

<*-l)+(2-p,(0))*+p,(0) = ,^+(l-p,(0))*+p,(0) = 0, 

welch letztere sich sofort in (13.) verwandelt, sobald « = — r gesetzt wird. 
Ferner ist die Differentialgleichung der zweiten Adjungirten: 

jdl'5 __ p,(^) _^ , pX^)-Pi(^>+Pi(^) 3 = 

mit der determinirenden Fundamentalgleichung: 

<*-l)-p,(0>+p,(0)+p,(0) = .^-(l+p,(0)>+(p,(0)+p,(^^^ 

die in (13.) übergeht, wenn «==— r+1 gesetzt wird. 
Ftlr die Differentialgleichung dritter Ordnung. 



= 0, 



(14.) 






:r (/X' 



X 



dx 



X 



erhält man in gleicher Weise nach dem im 115. Bande d. J. angegebenen 
Verfahren die Differentialgleichungen der ersten, zweiten und dritten Ad- 
jungirten als beziehungsweise die folgenden: 



^'«(1) 4.|_2 ^'^ 



(14'.) 



da' 



Pt 



+ -^:^i-^^ + 



X 



dr/ 



"i"^ "H) 



dx* 



(14".) 



(J_) + .^Z-irA + 632p j^, 

( « rfa? ° x' ( dar' x* dx 

-|&-2(iv)'+iviiog-'-^-=£--i?--±si^|.„, = 0, 



dx' 



Px ^'«(3) . Pa--2p>4-2p, dfi(3) 



x' dx 

xV.'-2p',x+2p,-p;aj+2p,+p, 



*(3) 



= 0, 



wo der Kürze wegen p^ anstatt p,(x) geschrieben wurde. Zu diesen Diffe- 
rentialgleichungen gehören beziehungsweise die determinirenden Fundamental- 
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gleichnngen: 

« 

«'-(3+p.)«*+(2+3p,+p0«-(2p,+2]»,+p,) == 0, 

in denen pi für /><(0) geschrieben wurde and die sich in die zur DifFerential- 
gleichang (14.) gehörige determinirende Fnndamentalgleichang: - 

r'+(Pi-^y+iP2-Pi+2)r+p, = 

verwandeln, sobald in denselben beziehnngsweise gesetzt wird: 

* = ~^> 

s = -r+1, 

« = -r+2. 

2. 

Wenn die allgemeine homogene lineare Differentialgleichung (1.) 
diejenige mit constanten Coefficienten, also von der Form ist: 

(.15.) P(y) = -g- + *,^+...+*.y = 

WO &!, ..., h^ Gonstant sind, so fallen, von constanten Factoren abgesehen, 
die Differentialgleichungen ihrer n Adjungirten in eine einzige zusammen, 
und zwar hat diese die Gestalt: 

(16.) Pr(«)=-^-k.^+k,-^—-H-mnU = 0, 

wie sich ohne weiteres ergiebt, wenn das zur Bildung dieser Differential- 
gleichungen angegebene Verfahren angewendet wird, (d. J. Bd. 115). Der 
Grund hiervon ist folgender: 

Die Integrale der Differentialgleichung (15.) haben im allgemeinen 
die Form: 

yi = /'*, (< = !,...,•) 
wo Ti , . . . , r« die Wurzeln der Gleichung 

(17.) r-+&ir*-^ + *2r-'+- • + Än-ir+*, = 

sind. Die Differentialgleichung (2.) der »ten Adjungirten von (1.) hat aber 
hier die Form: 

(18.) P,(,) = -gL_&,_g;L+Ä,-gä-...+(_l)-*., = 0, 



«(«-!) = *i«--ir = Ä,c~''+re-" = c,_ie-"j 
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für welche also die Gleichung (17.) die folgende ist: 

(17'.) r»-*,r-^ + Ä,r«-^-..+(-l)->*,_,r+(-l)-Än = 0, 
und deren Integrale daher, da die Wurzeln von (17/) — ri, — fj, ..., — r« 
sind, die Form haben: 

(19.) Zi = e"'^**. (< = !,...,*) 

Aus den Gleichungen (4'.) ergiebt sich nunmehr, dass 

da 

dx 

»(»-2) — ^2»— ^^ — c„_2e 

u. s. w., wo c^_i, c„_2, ... Constanten sind, dass somit auch die «— 1 tlbri- 
gen Adjungirten, von constanten Factoren abgesehen, dieselbe Form (19.) 
haben, wie die »te Adjungirte und daher derselben Differentialgleichung 
(18.) genügen müssen, wie diese letztere. 

Der erste Theil der Differentialgleichung (15.) lässt sich bekanntlich 
in der Form darstellen: 

^^^ dx dx dx dx dx ^ 

(d. J. Bd. 98, S. 347), indem nämlich, wenn j^, . . ., y^ ein Fundamental- 
system von Integralen der Differentialgleichung (1.) bedeuten, der erste 
Theil derselben die Gestalt hat: 

K*--) *^<.yj j)^^ dx Z>.i),-2 dx dx Di+iDi-i dx dx D, ^ 

(Frobenms, d. J. Bd. 77), wo 0, = D(tfi, . . ., jfj) and für die Differential- 
gleichoiig (15.), von einem constanten Factor abgesehen, 

ist. Und da femer der erste Theil der Differentialgleichung (2.) der «ten 
Adjungirten in der Form darstellbar ist: 

{FrobeniuSy d. J. Bd. 77), so folgt, dass die gemeinsame Differentialgleichung 
(16.) oder (18.) der n zur Differentialgleichung (15.) gehörigen Adjungirten 
in der Form darstellbar ist: 

VtX UX OX CmX ox 
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Wenn in der Di£ferentialgleichnng (15.) mit den constanten Goeffi- 
cienten k^ . . ., k^ die SubBtitution gemacht wird: 

(20.) X = logt, 

so verwandelt sich dieselbe bekanntlich in eine Differentialgleichung der 
Form: 

wo Ai, Aa, ..., A„ gleichfalls constante Grössen sind. Durch dieselbe Sub- 
stitution verwandelt sich die gemeinsame Differentialgleichung (18.) aller 
n Adjungirten in eine Differentialgleichung derselben Art wie (21.): 

^^^'^ dt- ^ t dt-'^ ^ e dr-2 ^ ^ f. ^ "' 

wo also ^1, . . ., g^ ebenfalls constant sind. Diese letztere ist aber jetzt 
nicht mehr gemeinsame Differentialgleichung aller n zu (21.) gehörigen 
Adjungirten, sondern nur die Differentialgleichung der ersten Adjungirten 
allein. Denn durch die Substitution (20.) verwandeln sich die Integrale 
der Gleichung (15.) in: 

d. h. die Gleichung (17.) wird die determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (21.), und die Integrale der Differentialgleichnng 
(18.) verwandeln sich in: 

d. h. die Gleichung (17.') wird die determinirende Fundamentalgleichung 
der Differentialgleichung (22.), letztere ist daher in der That nur die 
Differentialgleichung der ersten Adjungirten von (21.), da gemäss der For- 
mel (12.) nur für diese der Satz gilt, dass die Wurzeln ihrer determiniren- 
den Fundamentalgleichung entgegengesetzt gleich sind den Wurzeln der 
determinirenden Fundamentalgleichung, die zur vorgelegten Differential- 
gleichung P(y) = selbst gehört. 

So verwandeln sich z. B., wenn n = 3 angenommen wird, die Diffe- 
rentialgleichung (15.): 
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durch die Substitution (20.) in: 

c^d.; _-,-+___+ — ^^ — -w^i^y - " 

mit der determinirenden Fundamentalgleichung: 

r(r-.l)(r-2)+(3+Ar0r(r-l)+(l + A,+Ä3)r+A3 = 0, 
welche identisch ist mit: 

(23'0 r^ + Ä^r'+Ä^r+Aa = 0, 

und die Differentialgleichung (18.): . 



in: 

(24.) -d?r + — |— 5p-+ ^ä -^^ -p-Ä - 

mit der determinirenden Fundamentalgleichung: 

r(r-l)(r-2)+(3-.A0r(r-l)+(l-Ä,+ÄOr-A3 = 0, 
die identisch ist mit: 

■ 

f^-hy+k,r-h, = 0, 

Es ist also (24.) die Differentialgleichung der ersten Adjungirten von (23.), 
wie auch unmittelbar aus den Gleichungen (14.) und (14'.) abgeleitet wer- 
den kann. Die Differentialgleichungen der 2ten und 3ten zu (23.) gehöri- 
gen Adjungirten hingegen lauten beziehungsweise: 

d'ii(2) kj d*i/ (2) , l-\-k^+K da (2) 1+k^+k^+k^ _ ^ 

dt' t df "^ t' dt ? ^^'^ - ^ 



und: 



d'tip) 3+/f, d\2) , 7 + 3fe,+/r, dii(3) 8 + 4k,+2k,+k, _ ^ 

dt' t dt' "^ t' dt t' ^^^> "^ "' 



wie aus (14.) und (14".) erhalten wird, und zu diesen gehören die deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen beziehungsweise: 

und: 

s'-(6+ky+(l2+4:k, + k,)s-(ß + 4.k,+2k,+k,) = 0, 

die sich in die Gleichung (23'.) verwandeln, wenn beziehungsweise gesetzt 
wird s = — r+1 und « = "-r+2. 
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3. 
Die Di£ferentialgleichang 

(25.) P(,) = -^ + i^+^^+...+*., = 0,. ■. . , 

in der fti, ...., /r^ constant sind, zu der die determioirende Fundamental- 
gleichung 

(26.) r(r-l)...(r-ii+l) + &,r(r-l)...(r-ii+2)+... + ilp„_ir+&^ = 

gehört, lässt sich bekanntlich in der Form darstellen: 



(25'.) 



P(y-) = a.'.-»+'_l.a.-('»--i-»)4_a.-(^»-i-'-*-') «* 



dx 



dx 



dx 



X 



-(r,-r,-l) 



x-'^'y = 



dx dx 

(d. J. Bd. 98, S. 348), wo fi, . . ., r« die Wurzeln der Gleichung (26») sind, 
wie sich ergiebt, wenn in Gleichung (1'.) 

(26.) D^ = x- " ^ .J, 

gesetzt wird, wo 

1 ... 1 



C< = 1...., 1« 



(27.) J, 



r.(r,-l) 



• »•. 



. . . n(r,-l) 



r,(r.-l)...(r,-i+2) 



• • • 



r,(r,-l)...(r--i+2)' 



ist. 



Setzt man die Ausdrücke (26.) in Gleichung (2'.), so erhält man für 
die Differentialgleichung der zu (25.) gehörigen »ten Adjungirten die mit 
(25'.) analoge Darstellung: ' 



(25".) 



P,(ä) = X 



dx 



X 



-(rT-n-l) 



dx 



X 



_(r,_r,-l) 



dx 



r— • • • 



d ^-(r,-r„_i-l) d 



dx. 



dx 



r^— *44. 
X J5 



= ö; 



Es lässt sich, ferner di^ Differenti^gleichung der zu (1.) gehörigen 
ersten Adjungirten in der Form darstellen: 

^^""^'^^ - D(y,,...,yn)D(y;) dx D(y:^,, y^^) dx D(3^;)Z>(y;_2, yi-i, yi) dx "' 



dx D(yU2,.,.,y'n)D(jyi,...,y:} dx'" dx t}•(y\^ :.,yk)^^'^^TÄ 



y 
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Die Differentialgleichangen der zu (25.) gehörigen oten und Iten 
Adjüngirten Bind in (25".) beziehungsweise (28.), analog wie die Differential- 
gleichung (25.) in (25'.), in der Form eines symbolischen Prodactes dar- 
gestellt. Eine solche symbolische Darstellung lässt sich übrigens in einer 
für die Differentialgleichungen aller zu (25.) gehörigen Adjungirten gemein- 
samen Form auf folgende Weise ableiten: 

Bezeichnet nämlich Qk(M^k)) den ersten Theil der Differentialgleichung 
der zu (25.) gehörigen Arten Adjungirten (A = 1, 2, ...,«), so sind, wie aus 
den Gleichungen (4.) hervorgeht: 



(29.) tic.), = 0:-'-*-*-% «(,). = x-^^^*-S . . ., u,,,^ = x''^^'-' 
die Integrale von (>a(W(»)) = 0, da nämlich gemäss (25".): 

die Integrale von Pi(i) = sind. Andererseits lässt sich (>*(«(*)) in 

der symbolischen Form der Gleichung (!'.) schreiben, sobald daselbst 

%)ii %)s' •'•? ^Wn ^^ Stelle von jd, ja, .••? y« gesetzt werden, so dass 
also: 

^ou.; v/*^W(*);- 2>„_, dx DnDn-z dx '" dx Di^.Di^i dx '" dx D,D^ dx Z>, ^*> 

ist, wo aber jetzt 

Di = ß(«(*),, W(jb),, . . ., «(*),) = 1....,.) 

ist. 

Nun ist mit Berücksichtigung der Werthe in (29.) 

-(r,+r,+."-Hr<)-h-^[2*-(»+l)] 

D^ =- X Miy 

WO rfi eine ähnlich wie früher J^ in (27.) beschaffene, von x unabhängige 
Determinante bedeutet, daher nimmt der Differentialausdruck (30.) die 
Form an: 



dx "^ dx "^ dx 



a-r^-ri+l " x''-*+ltt, 



dx * dx-^ "(« 
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als die erwähnte symbolische Darstellnng der ersten Theile der Differential- 
gleichnngen aller n zu (25.) gehörigen Adjnngirten. 

Für Ar = 1 geht dieselbe anmittelbar in die Darstellung (28.) der 
Differentialgleichung der Iten Adjnngirten über und für k = n in diejenige 
(25".) der Differentialgleichung der nten Adjnngirten, wenn daselbst 
r,, fj, . . ., r^ statt r„, r„_i, ..., rj gesetzt werden. 

4. 

Zu einem jeden Systeme von n homogenen linearen Differential- 
gleichungen Iter Ordnung: 

(31.) -^ = auUi+(hiU2-\ {-a^u^ (.= 1.....«) 

giebt es, wie Jacobi zuerst gezeigt hat (d. J. Bd. 29), ein zweites eben- 
solches System, welches die Form hat: 

and als das dem ersten System adjungirte bezeichnet wird. 

Wenn für das Gleichungssystem (31.) das folgende genommen 
wird: 

dyi-\ ___ 



dx 



y,, (1 = 1, ..., n— 1, y, = y) 



durch welches bekanntlich die Differentialgleichung (1.) ersetzt werden 
kann, so ergiebt sich für das adjungirte System (32.) das folgende: 

du. 



(33.) 



dx 


■ 


Pn^ 


w». 


* 


duk 


Z=i 


*h 


-1 +Pn. 


-k+i«n, 



(*=2. ..., M) 



dieses letztere aber ist kein anderes, als das System der Gleichungen (4), 
das in No. 1 abgeleitet wurde (vgl. Ceb^ Annales de Tü^cole Normale, 1891). 
Stellen die »^ Grössen: 

wo der erste Index die Unbekannte bezeichnet, n Lösungen des Gleichungs- 
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Systems (31.) vor, so wird bekanntlich 



(34) 



^(«) = 



u 



11 



W21 



tl, 



nl 



II12 1*22 



• • • 



W«2 



• • 



• • 



u 



In 



tht 



• • • 



u. 



nn 



die Determinante dieser Lösungen genannt, welche von Null verschieden 
ist oder nicht, je nachdem diese Lösungen ein Fnndamentalsystem bilden 
oder nicht (s. Saueage, Annales de l'Ecole Normale, 1882). 

Es ist nun interessant zu bemerken, dass, wenn man die vorstehende 
Determinante D(u) für das mit (4.) identische Gleichungssystem (33.) bildet, 
dieselbe mit der Determinante 



D(»i...»0 = 



Äi 



«2 
»2 



• • • 



» 



«{-»> 



4'-'^ 



ii'-» 



identisch ist, wo, wie früher i = «(.) die nte Adjnngirte von (1.) bedeutet 
Dies hat darin seinen Grund, dass, wenn Zi ein Werth von z ist, der za- 
gehörige Werth u^k)f der Arten Adjungirten vermöge der ersten der Glei- 
chungen (3.) durch den Ausdruck gegeben ist: 



(35.) 



Ui 



= /».-*».- r^(p.-»-,«<)+-+(-l)"-* '^"*" 



(*=» 1, ..., n) 



und dass, wenn diese Ausdrücke (35.) in die Determinante (34.) D(u)^ wo 
jetzt Uü=^u^k)i zu schreiben ist, gesetzt werden, dieselbe in ein Prodnct 

zweier Determinanten zerfällt, deren eine (—1) ^ J5(äi, ..., ä,) ist und 
deren andere nur aus den Coefficienten pi und deren Ableitungen gebildet 

n(ii-l) 

ist und die sich immer auf (—1) 
So ist flir II = 2 



reducirt. 



Z)(ii) = 



«11 fhi 



u 



12 



u 



22 



Pl^I — »1 »1 
plÄ2 — Ä2 Ä2 





al 


». 




-1 


pl 




4 


»2 







1 



welch letzteres Prodnct sich auf die Determinante: 



D(»„ a«) ^ 



redacirt 



«1 



«2 

«2 
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/)(«) = 



Für « 


= 3 ist: 




«11 


«ji «ji 


= 


«11 


«» «32 




«ij 


«23 «J3 



P2Ä1 — --r--(Pi»i)+»r Pi»i — «1 «1 



dx 

P2Ä2— -^(Pl«2) + Ä2' Pl«2— «2 »2 
j»2»3 — -^(Pl«3)+Ä3 Pl»3 — «3 553 

(P2— P0»2— Pl»2+Ä2 P1Ä2 — »2 «2 
(j»2— J»I)ä3 — PlÄ3+»3' Pl«3— «3 «3 





»r 


«I «1 


1 


— /»l P2— j»I 




»1 


«2 


»3 


• 


ai' 


ii 22 





-1 Pl 


= (-ly 


»; 


»i 


r 
»3 




ai' 


«i »3 





1 




*;' 


»;' 


ai' 


demnach wieder 



















/)(«) = !)(»„ »2, aj). 



Ffii^ n = 4 ist ebenso 



D{u) = 



»;" 


«;' 


a; 


«1 


-1 


Pl 


-Ps 


.+2p; 


P3- 


-/>;+?;' 


<' 


*;' 


»; 


»2 





1 




-pi 




fj— pi 


*;" 


»;' 


»3 


»3 










-1 




p» 


«;" 


«;' 


3l 


«4 















1 



die erste der vorstehenden Determinanten ist gleich 



(-1) 



,6 






22 

4" 



»3 
«3 



»4 



Zi 



ttt 



= (-1)M)(»1, »J, »J, *♦), 



(-1) 



die letztere gleich (— 1)^ daher wieder 

D(u) ^ Z)(»i, Ä2, «3, A4). 

Ebenso ist allgemein, wenn man die Ausdrücke (35.) für %)^ durch Aus- 
führung der angezeigten Differentiationen auf die Form bringt: 

«(«, = ^*«.+^u«;+^2*a;'+-+A-.-i»r*-*^+(-i)"-*»r*^ 
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und in dieser Form in die Determinante (34.) 



D(u) = 



«'(l), ««(2), 



u 



Vh 



u 



(2), 



• • • 



• • • 



«'(n), 



U 



in). 



u 



0)„ 



tl 



(2)^ . . . 



u 



(«)l 



sabstituirt, diese letztere gleich: 



D(u) = 



& 



(n~l) -(n-2) 



• • • Ol 



^2 ^2 • • • Ä2 -52 



-(«-1) .(n-2) ' 

«n-1 *»— 1 • • • *n-l «»-1 



:("-!) «(n-2) 



• • • 'Ol 



C ^J -^n— 2,1 -4n-3,l -'^n— 4,1 • • • -^11 

^ (""!•)* -^n— 3.2 -^«-4,2 • • • -'^n 

(-1)--^ ^,_4., ... ^,3 























die erste der hier stehenden Determinanten ist gleich 



■(n-l) 



(-1) ' .D(a„ »j, ..., a.) 

ond die zweite, die sich auf ihr Diagonalglied reducirt, gleich 

«("-n 



(_l)-.(_l)«-(_l)-3...(_l)3(_l).l = (_1) ^ , 



«(n-l) 



».(n-l) 



daher wegen (—1) ^ •(— 1) ^ = 1- 



(36.) 



D(u) = D(ai, Äo, ..., »J- 



''^(ji 

-4ü2 
^U3 



• • • ( 1) -^0,«-l 

... 1 



Zu einem Systeme von n particnlären Integralen: j^, j/29 --m S^n d^i* 
Differentialgleichung (1.), welche linear unabhängig von einander sind, ge- 
hört, wie Herr Frobenius gezeigt hat (d. J. Bd. 77) ein System von n parti- 
culären Integraten: «j, ä2, •••? ä» der Differentialgleichung (2.), welche 
gleichfalls von einander linear unabhängig sind, indem, wenn die Deter- 
minante D(yi, y2j ...<, yn) von Null verschieden ist, auch die Determinante 
D(ä„ «2, . . ., O nicht verschwindet: Aus der Gleichung (36.) folgt nunmehr, 
dass in diesem Falle auch die Determinante D(u) nicht gleich Null ist, 
dass somit das Lösungssystem der Gleichungen (33.): 



^il)i9 ^(.^)if 



... 



u 



in)i9 



(i = 1, ..., n) 



welches einem Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung 
(1.) zugehört, ebenfalls ein Fundamentalsystem repräsentirt, d. h. dass zwischen 
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den Elementen desselben die folgenden n Beziehungen: 



(37.) 



nicht stattfinden können, ohne dass die Constanten c^, Cj, ..., c„ sämmtlich 
gleich Null wären. 

Wie Herr Sautage a. a. 0. gezeigt hat, ist die Bedingung dafür, 
dass ein System von n Lösungen tin, iia,, ..., ii«. («=1» • • «i ») des 
Differentialgleichungssystems (31.) ein Fundamentalsystem sei, wohl die, 
dass zwischen den Elementen desselben das System von Beziehungen: 

(38.) c,Wn + C2w,^H f-c„«/,„ = a = i,...,n) 

mit den von Null verschiedenen Constanten Cj, ..., c^ nicht stattfinden 
darf, doch kann eine dieser Beziehungen einzeln bestehen. Demnach wäre 
es möglich, dass, wenn auch j^i, ..., y^ ein Fundamentalsystem von Inte- 
gralen der Differentialgleichung (1.) sind, eine der Beziehungen (37.) für 
sich bestünde; dass dies aber nicht möglich ist, geht aus den Gleichungen 
(4.) auf folgende Weise hervor: Denn wenn ^i, ..,, y^ ein Fundamental- 
system von Integralen der Differentialgleichung (1.) und a,, ..., z^ das 
zugehörige Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (2,) 
ist, so muss zunächst auch das zugehörige System ii^d,, ti^i)^, ..., u^^^^ 

von Integralen der Differentialgleichung der ersten Adjungirten ein fundamen- 
tales sein, weil sonst zwischen diesen letzteren eine homogene lineare Be- 
ziehung mit von Null verschiedenen Constanten: 

stattfinden würde. Aus dieser letzteren aber geht durch Differentiation und 
nachherige Division durch p^ die Gleichung hervor: 

^ Pn dx ' ^ pn dx Vn dx 

die der ersten der Gleichungen (4.) zufolge identisch ist mit der 
folgenden : 

die aber mit der Annahme, dass jSj, ..., z^ ein Fundamental System ist, im 
Widerspruche steht. 
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Wenn ferner die n particnlären Integrale u^^^^^ u^2^^ . . ., u^^^ der 

Differentialgleichung der zweiten Adjungirten, die vermöge (35.) den 
«1, J52, ..., J5» entsprechen, nicht fundamental wären, und demnach die Be- 
ziehung stattfände: 

also auch: 

^^ dx +^ da? + +^- dx ~ ^' 

80 würde mit Rücksicht auf die zweite der Gleichungen (4.) sich ergeben: 

oder: 

(ci»i+C2«2+-+c„«0p«-i"-(ci««(i),+C2fi(,),+- + c.fi(j)J = 0; 

diese letztere Gleichung aber kann, da weder CiäjH |-c««, = noch 

Ci%),H l-c„ 11(1)^ = ist, in der Form geschrieben werden: 

Vermöge der zweiten der Gleichungen (4.) wäre aber dann— ^^ = 0, 

demnach 1^(2) eine Constante, was unmöglich ist. 

In derselben Weise wird mittelst der dritten, vierten, . . . der Glei- 
chungen (4.) bewiesen, dass auch 

W(3),» «'(3)31 • • M ^0\9 



ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung der dritten, 
vierten, ... Adjungirten bilden. 

Hiermit ist bewiesen, dass wenn 

J^H ^2? • • •! y»i 

ein Fundamentalsystem von Integralen der Differentialgleichung (1.) und 

Äi, ^2, • • •? *» 

das zugehörige ebensolche System von Integralen der Differentialgleichung 
(2.) ist, die zugehörigen n Integrale einer jeden der übrigen n—l adjun- 
girten Differentialgleichungen 

ebenfalls ein Fundamentalsystem bilden. 
Nikols.burg, am 28. März 1896. 
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erscheint. Eine Phasenänderung findet in der trennenden Fläche für voll- 
kommen durchsichtige Medien, auf welche ich mich beschränke, nicht statt. 
Die Ausdrücke (61*.) in Verbindung mit (63,) und (79.) durch 
welche im Folgenden die einfallende, reflectirte und gebrochene Kugel- 
welle dargestellt werden, sind ebenso einfach und bis auf den Factor — 

identisch mit denjenigen, welche für ebene Wellen gelten. Die Amplitude 
erscheint also hier umgekehrt proportional der Entfernung vom Er- 
schütterungscentrum, und daher wird die Intensität umgekehrt proportional 
dem Quadrate dieser Entfernung. 

Ausser diesen einfachsten Formeln für die Kugelschwingungen in 
den drei Wellen ergeben sich noch andere ähnlich einfache. Darstellungen, 
bei welchen die Amplitude umgekehrt proportional einer höheren Potenz 
der Entfernung ist. 

Bei jeder Wellenbewegung, welche man sich wie die Lichtbewegung 
von einem Centrum ausgehend denken muss, ist die Darstellung des 
Bewegungsvorganges durch ebene Wellen etwas Erzwungenes, die Dar- 
stellung durch Kugelwellen resp. bei nicht homogenen Medien durch andere 
centrale Flächenwellen das Naturgemässe. Denn es müssen bei jeder cen- 
tralen Wellenbewegung die Amplituden mit der Entfernung vom Erschütte- 
rungscentrum abnehmen, also inverse Functionen der Entfernung sein, wäh- 
rend sie bei ebenen Wellen constante Werthe haben. Es ist aber nicht 
möglich, Lösungen der Elasticitätsgleichungen in ebenen Coordinaten in end- 
licher Form aufzufinden, bei welchen die Amplituden umgekehrt pro- 
portional einer Potenz der Entfenmng erhalten werden. Daher ist es nicht 
statthaft, eine centrale Welle durch drei ebene Wellen zu ersetzen. Somit 
verdienen die im Folgenden gegebenen Formeln für die einfallende, reflec- 
tirte und gebrochene Lichtwelle als naturgemässer Ausdruck für den vorge- 
stellten Bewegungsvorgang den Vorzug vor den bisher für ebene Schwingun- 
gen aufgestellten Ausdrücken, auch abgesehen davon, dass die letzteren nicht 
allen durch die Theorie gegebenen Grenzbedingungen zu genügen vermögen. 

Eine Theorie der Reflexion und Brechung der Kugelwellen mit An- 
wendung auf die Erscheinungen des Lichtes hat zuerst Clebsch*) zu geben 
versucht. Aber einmal beschränkt sich Clebsch nur auf senkrecht einfallendes 
Licht und lässt die Brechung ausser Acht und fordert dabei für die Grenze 



*) Dieses Journal Bd. 61. 
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(1.) 



, , dd , ifdr dB\ , d*ü 



, dd , ^/dA dr\ 



dtp 



dy> 
^fdB 



dr / 



er 



, 1 rfö , ^fdB dA\ 



d*V 
dt* ' 

d*W 



df 



•» • 



Hier bezeichnen r, (p, yj die sphärischen Coordinaten eines Punktes, U, V, W 
die sphärischen Componenten einer Verrilcknng zur Zeit t, und zur Ab- 
kttrzang ist gesetzt: 

dW 



(1*0 



a 1 dr*ü , 1 dcF , 1 



rc d(p * rc di/; ' 
^^ --^ -^ ■" r*c \ dtlß dw y^ c \ dr dw /' 



(r.) 



2 >^+2^ 



dt/ß 

2 f- 



^=<^-^). 



Aus (1.) folgt für die Volumenveränderung 6: 



(2.) 



d'g 
df 



= wjA'Ö, 



wo das Zeichen A^ die Bedeatang hat 

^2 1 ( d , d. . 1 d 



(3.) 



r'4^+1 



d. 



dr 



c d<p dg) 






Ferner ergeben sich aus (1.) die Gleichungen: 

d 1 / dj4 dr \ d_ / dB d^ \ _ 

c \ d'ili dr J diti \ dr dm / 

\_( dr 



(4.) 



d\f) c ^ dxf} 

d r dB dJ\ 
dr V dr dcp / 



d(p 
d 



dJ 
d(f 

dB 



dip er* N d(p 



dip 



= 



er' dJ' 
o}\ di^' ' 

c d'B 



1 



dl' ' 
d'F 



d 1 / dr dB\ d 1 /< dA dr \ 

d(p er' ^ d(f dtp ^ dr c ^ d\jj dr J "^ m\c dt' 



ist durch die Gleichung (2.) gegeben. Gelingt es daher, A, B, F 
den Gleichungen (4.) gemäss zu bestimmen, dann liefern die Gleichungen (1.) 
nach zweimaliger Integration nach t die gesuchten Componenten U, V, W 
einer sphärischen Verrttckung. 

Das Gleichungssystem (4.) möge durch ein anderes, gleichwerthiges 
ersetzt werden. Schreibt man zur Abkürzung: 

r\ ~ ^ f ^^ ^^\ ^ _ 1 ^ d^ dr \ _ ( dB dA \ 



r'c ^ d(p d\p 
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80 folgen ans (4) znntfchBt die Gleichungen : 



dß dy 



dtp 

dr 
da 



dy> 

da 
dtff 

dß 



er' 



d*A 



> I 



dt 
d*B 

1 <f*r 

(ülc dt^ ' 



(o: 



dq> dr 

nnd hierans erhtflt man mit Rücksicht auf (5.): 

d r da dß\ d 1 / dy da 



(6.) 



dg> 

d 



/da dß\ 

^ dq> dr ^ d\p 



1 (dß dy\ d_ 

d\f} er* ^ dtp dy / dr 

d^ }_f dy ^ ^«^ ^ ^ 

dr c ^ dr d\p/ 



dy »^ ^ _ 

c ^ dr dtp^ ^ 

c (^-.^) = 

^ dg) dr ' 
(Aß__il\ _ 



_ 



cd; 



fir.e 



^a 
dt 

fß 
dt 

d*Y 
dt* 



9 ) 



S 9 



d<p er* \ dtp d(p } 

Nach Umstellung der Glieder der linken Seiten der Gleichungen (6.) folgt 
aus (4.) und (6.) 7 dass die Grössen a, ß^ y denselben Gleichungen wie 
Aj B, r genügen. Daraus ergiebt sich der wichtige Satz, den ich früher 
für allgemeine orthogonale Coordinaten unter der Voraussetzung der Zer- 
legbarkeit der Verrückungen in longitudinale und transversale Theile aus- 
gesprochen habe*): Ist ein Werthsystem A, By F bekannt , welches den 
Gleichungen (4.) genügt, so liefern die Gleichungen (5.) stets ein »weites In- 
tegralsystem für dieselben Differentialgleichungen. 

In Beziehung auf die Zeit t können in den gesuchten Functionen 
nur periodische Glieder auftreten, da für unperiodische Glieder die Ver- 
rttckungen mit wachsender Zeit über jede Grenze hinaus wachsen könnten, 
was unmöglich ist. Wir setzen daher 



(6'.) 



/, COS . 

^ = a . mt. 

sm ' 

a = Sl . mt. 

sin ^ 



ß^^"^ mt, y = e 
' Sin ' ' 



cos 
sin 



mt. 



Dann erhält man aus (1.) 

U = 



(7.) 



F = - 



W= - 



I 
m* 


de 

dr 


0»; 




«? 


1 


dd ia\ 


ß 


m» 


r 


dtp m* 


r 


< 


1 


dd (ol 


Y 



tn* rc dtp m* rc 



♦) Dieses Journal Bd. 104. S. 183 u. 184. 
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Dabei sind die Integrationsconstanten gleich Null gesetzt, da die AasdrUcke fUr 
U, Vy W weder Glieder mit dem Factor / noch Glieder enthalten können, 
welche von / anabhängig sind; denn die letzteren würden nur die Gleich- 
gewichtslage nicht den Schwingnngsznstand beeinflussen, und die ersteren 
sind ans oben genanntem Grande anmöglich. 

§ 2. 
Es ist nan ansere Aufgabe, a, ß^ y den Gleichungen (6.) gemäss 
zu bestimmen. Zunächst erhält man aus (6.) die Gleichung: 

(7..) ^ + l^+i^^ = 0. 

^ ^ dr c d(p c* dxj) 

Die Integrationsconstante ist aus gleichem Grunde wie vorhin gleich 
Null gesetzt. 

Die Gleichung (7*.) lässt, worauf ich schon in früheren Arbeiten 
hingewiesen habe, die Form specieller Werthsysteme erkennen, welche den 
vorliegenden Differentialgleichungen genügen. Der oben genannte Satz 
liefert dann die allgemeineren Integrale. 

Man genügt der zweiten Gleichung (7.) durch die Annahme 

daher hat man zu setzen entweder 

(8 ß^-j;^^ 7 = 



d(p ^ f dxp '^ 

WO @ als Function von (p und xp durch die Gleichung 

. rsM c-^c^+^ = 

^ *^ dq> dq> dxp^ 

ZU bestimmen ist, während ihre Abhängigkeit von r und t durch die Glei- 
chungen (6.) gegeben ist; oder man hat zu setzen 

(8-.) /»=!*, r = -^ 



c d(p ^ ' dg> ^ 

WO 5 eine noch nicht definirte Function ist. 

In beiden Fällen (8\) und (8^) sind den Ausdrücken für ß und y 
noch Glieder hinzuzufügen, für welche einmal cß von y und dann y von 
tp unabhängig wird, nämlich 

(8-.) ß=^ß', Y = r^ 
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daher ist 
(8-.) 



dß' 

dq> 



= 0, 



dxfj 



Die durch Addition der gewonnenen Ansdrttcke erhaltenen Werthe fttr 
a, ßj Y aind in die Gleichungen (6.) zur weiteren Bestimmung der Func- 
tionen ^, %\ ß\ y einzuführen. Vorher bemerke ich, dass man anstatt 
von (8.) hätte von Annahmen ausgehen können, bei welchen entweder ß 
oder y den Werth Null erhalten hätte, doch würde man nur zu Werth- 
systemen geführt werden, welche aus (8.) hervorgehen. 

Man hat daher a, ß, y in folgender Form anzusetzen: 



(9.) « = 0, ^ = ^ + if + 4 



7 = ^T;r-^-^^Y- 



dtp d(p 

Hierdurch wird mit Rücksicht auf (&".) und (8*.) die erste Gleichung 
(6.) identisch erfüllt, die ttbrigen gehen in folgende Gleichungen ttber: 



(10.) 



d*® , d 

^-^-^^-d^a 

+■ 



dtpdr 



1 dr' ^ r*\e 



' C^^' 



dq> dq> 



dtp' 



cV» dt/ß^ ^ dr' (ol \^ d(fdi^ ^ dtpdt 



c dUfdr* dw \ dr* "^ r^ ^ c 



d(pdi' 

d ^dß__^ 1 



T + 



dl* J' 



1 1 dy 1 

c dr* r* dff c dq> 



d<f> ~ dtp ' e* dtp 
d i_d^ ^ JLfJL ^*® 

r. dm M^ \ n 



0! 






Diese Gleichungen zerfallen in einfachere Systeme. Denn differentiirt 
man die erste Gleichung nach (p, die zweite nach \p, so entsteht durch Addition 

mit Rücksicht auf (8^) die Gleichung -^ rr- -r^ = 0. Hieraus folgt zu- 



nächst, weii /?' von (p unabhängig sein soll, ^-^=0 und ferner, dass /5', 

weil in Beziehung auf rp nur periodische Functionen auftreten können, von 
^ unabhängig ist. Nun verschwinden in (10.) die von rp abhängigen und 
unabhängigen Glieder für sich, und es entstehen die folgenden Gleichungen: 

jd'g 1/1 d d% 1 d'%\\ 
l dr* '^ r^\c d(p^ dq>'^ c* dxp^ J) 

d'%_\ 



(ir.) 



^ d(pdr^ •" dip 



dq> c d\p 
Ol» V 



1 d»® 



c dxpdr^ dq> 



\d'% I 1/1 
( dr' "^ r*\c 



d'® 



di^dl' 
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d^ dy c' du; 

^ 1 /l d'® d»g ^ 

38 



d9)d/' 
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1 d'/y 



€0l dt 



1 ) 



^jLI^ 1 dv 



rfV . ^ 

dr* "^ r* dq> c dq> tal di* 



Die Gleichung (11*.) läset sich aaf bekannte Gleichungen znrflck- 
führen, wenn 



(12.) 



/ = «f+©'. 



gesetzt wird, wobei ^' der Gleichung (ll^), ^ der Gleichung 

1 d*$ 



d'fi , 1 d dß 



dr 



r c d<p d<p 



ml dt* 



(12'.) 

zo genügen hat. 

Die Gleichungen (11*.) können ersetzt werden durch die Glei- 
chungen 



(13.) 



d'® 1 ^® _ dS 

d% , 1 d*% 



dr' ft>; df 
d'5 . 1/1 d 






dr* ' r"^ c d(p ^ d^ "^ c' dip' ) wj dt' dy ' 



^- 



1 d'g _ jf3 
ft»! 



wenn 3 6>ne Function ist, welche der Gleichung (8\) genfigt. Denn die 
Gleichungen (11*.) gehen aus ihnen hervor, wenn auf die Gleichungen (13.) 

^einmal die Operationen c—^ und -7^, dann die Operationen — -^ und V- 

^ dq> dtp ^ ,^ c dxp dq> 

angewendet, und die entstehenden Gleichungen addirt resp. subtrahirt werden. 
Die Gleichungen (13.) führen zu folgender Annahme für ® und %: 



(13-.) 



@ = ®,+c 



d®, 



% = % + 



<*S, 



dg) ' " ~ "' • d^» ' 

wobei die Functionen ®i, %i, @2, ^2 so zu bestimmen sind, dass für ®i 
und ^1 die linken Seiten der Gleichungen (13.) gleich Null werden, and 
@2 und 1^2 den folgenden Gleichungen genügen: 



(14.) 



dr* 
d*5 



iO 



1 d'®, _ a 
dt* ~ ■ö' 



dr' "•" r» \ c 






' >* o»! 



dO 



= 3. 



c dq> ^ dq) c' dV'' 

Hier waren als Integrationsconstanten von (p resp. von i// unabhängige 
Functionen hinzuzufügen; doch führen dieselben zu Ausdrücken für &2 und 
^2? welche -aus (13*.) herausfallen. 
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(5.) u4, By r dnreh a, ß, y m (9.) ersetzt werden, nach dem a«if Seite 295 ans- 

ges]H*ochenen Satze «in neaeB IntegralsyBtem u^ ß, y. Es ergeben sieh daher 

acht Werthsysteme «^ ß^ y, von denen zunächst zwei ib anderen enthalten 

ff 
sind, nXmlich diejenigen, welche ans (5.) für die Glieder — nnd y^ her- 

vorgehen, wobei zu beachten ist, dass jede Function \(tj()j welche der 
Gleichung (ll^) genUgt, durch ihren Differentialquotienten nach r ersetzt 
werden kann. Dies möge auch bei Bildung der noch ttbrig bleibenden 
sechs Integralsysteme berttcksichtigt werden. Wir bezeichnen dabei mit f, % 
und Z Integrale der Gleichungen (IP.), (16.) und (8^), deren wülkiirliche 
Constanten in den einzelnen Integralsystemen verschiedene Werthe annehmt! 
werden. Die sechs Integralsysteme sind daher die folgenden: 



(17.) 



«1 = 0, 

' ' c du, ' 
d% 

r ^ c 
d*% 



«3 = 0, 






dZ 
dg» ' 

dZ . 

dtff''' 



d ^ dg 1 d*gr 
dq> dtp c' d\p 



r), «4 = 0, 



«5 = 0, 

y, = 0; 

«6 = 0, 



A = 



drdg> ' 



/^* = -t4l|' /'« = «' 



^ ^^ drdtp ' 

f, 5, Z genügen den Gleichungen: 

(17-.) 



r* = U 



dZ . 

dg) ' 



y6 = f; 



d't _ 1 d*t 



dr' 



(!'••) 4^+^(i 



"0^ + 



1 d'g 



(17".) 



c dq> d(p 



d dZ . 



c' d%p 
d'Z 



= 



1 d*5 



€0. 



dl' 



= 0. 



df) dg> d\p^ 

Die Werthsysteme «3 ß^ y^ und «4 /?4 y^ lassen sich noch auf ein- 
ander zurückführen. Denn da Z ein Integral der Gleichung (17^) ist, so 



wird dieselbe auch erfüllt durch c 



dZ 

dq> 



Daher kann Z in «3 ß^ yi durch 



c-r- ersetzt werden. Man erhält dadurch «3 = 0, ß^ — f-r— c 



dq> 

y3 = fc 



d'Z 



dq>dtp 



dq> dg> ' 

Und nach Gleichung (17^) für Z kann jetzt /?3 geschrieben 
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beschreiben die einzelnen Theilchen im allgemeinen elliptiBche Bahnen, 
welche y falls die Bewegung ohne Verdichtungen stattfindet, insbesondere 
in unendlich kleine Meridianbogen übergehen können. 

§ 3. 

Integrale der vorkommenden Differentialgleichungen. 

Von den vorkommenden Differentialgleichungen (ll^), (2.), (16.) und 
(8^) sind die ersten drei Gleichungen bekannte Gleichungen. Und es 
handelt sich hinsichtlich der Gleichungen (2.) und (16.) nur darum, ihren 
Integralen eine passende Form zu geben. Zugleich werde ich ein noch 
nicht bekanntes Integral der Gleichung (16.) aufstellen, welches von den 
Integralen der Gleichung (8**.) abhängt. 

Durch die Substitution 

(18.) 6 = f 

geht die Gleichung (2.) in (16.) über, wenn darin coz durch coi ersetzt wird, 
und die Function f^ in (16.) kann erstens nur von r und t abhängig sein, 
zweitens kann die Gleichung (16.) in zwei Gleichungen von der Form (11**.) 
und (8*".) zerfallen, und drittens kann sie durch Kugelfunctionen integrirt 
werden. Man erhält also für ein Integral f^ der Gleichung (16.) die 
folgenden mit fji, fjz und fja bezeichneten Darstellungen: 

^2 = G{Ä^m(q±mt)+B'co^(q±mt)), 

- "* cos ^ 

wo gesetzt ist 

. (20.) 9 = ^ = f2.. 

A, By A\ B', sind zu bestimmende Constanten. Der zweite Werth für q 

wird erhalten, wenn m durch -y-, coj durch y ersetzt wird, wo / die 

Wellenlänge, T die Schwingungsdauer ist. 

G genügt der Gleichung (8*".). Ihre Integrale sind 



(19.) 



(21.) 



Gl = (aisini^+^icost//), 

COSqp T • 1 ryi 

62 = tg y («2 sin 1/^+62 COS V'); 
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(22.) 



sie sind für v = const. durch die folgenden za ersetzen : 

f ö. = a, 

Ol, a2j 6iY bto^b sind Constante. 

S^ in (19.) ist die von zwei Argumenten abhängige Kngelfdnction. 
Br genügt der Gleichung 

(23.) ^+(i_ü(im)Ä. = 0, 

und es ergiebt sich R" in der Form 

(24.) Br = ^Äj+ßi^, 

wo A und B Constante sind, und mit Ri und B^ die folgenden Functionen 
bezeichnet werden 



(25.) 



Ä5 = i'r(?)co8(7— 



2 
nn 



(26.) 



2 ■)-Y^'(9)M9-^y 

Hierin sind Yi(q) und Yi^q) die folgenden Functionen, welche für ganz- 
zahlige Werthe von n mit einer endlichen Anzahl von Gliedern abbrechen: 

f VV/,^ - ^ Cn--i)< n +lXn-\-2) (n~3)(>»-2)(>»^l)n(i»+l)(n-^2 )( n+3)(r»+4) 



2! (2g) 



il(2qy 



yn/^N >»(^ + l) (n--2)(n-l)w(ii+l)(w + 2)(n+3) „. 

Diese wichtige Darstellung (25.) fllr die Integrale der Gleichung (23.) 
gestattet ^3 in (19.) eine f^i und f^2 entsprechende Form zu geben. Diese 
ist entweder 

(21\) ^3 = S"jC.8in(g--^±m/) + Z)„cos(g^-^±m/)|, 
oder 

(27\) 3-3 = ^nS^{Yi:(q)^m(q--^±mt+p) + Y,\q)coB^^^ 

wo gesetzt ist: 

,28 > J^" = A^Y;^(q)+B^Y;(q\ 

A^, B^, %,, p sind zu bestimmende Constante. 

•) F. Pockels, Ueber die partielle Differentialgleichung Ju+k^u = 0. Leipzig 1891. 
S. 110 u. 98. 
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Hier sowie in (19.) bezieht sich das Zeichen — vor mt auf eine vom 
Mittelpunkt des sphärischen Coordinatensystems r, cp, %p ans divergirende, 
das Zeichen + auf eine nach ihm hin convergirende Welle. In beiden 
Fällen sind den zu bestimmenden Constanten verschiedene Werthe beizulegen. 

Sind gerade und ungerade n in den Formeln (27*.) und (27\) zu 
unterscheiden, so nehmen dieselben bei Weglassung constanter Factoren 
folgende Form an, und zwar 

für gerade n: 

(29\) ^3 = S^\Cn^in(q±mf)+D^coB(q + mt)\, 

(29^) ^3 = ^nS''\Y;^(q)^in(q±mt+p)+Y;(q)co^(iq±mt+p)\: 

für ungerade n: 

(30\) ^3 = S''\C^coB(q±mt)-D^^\n(q±m()\, 

(30^) 3-3 = ^S'^\Y^(q)cOB(q±mt+p)^Y;(q)%m(iq±mt+p)\. 

Die neuen Integrale der Gleichung (16.) in der Form fjz in (19.) 
zeigen, dass in (17.) die Integralsysteme «3, /S,, y^ und a«, /?«, y^ auf 
«21 /^2, ^2 und a„ /3i, y^ zurückfilhrbar sind, da Z derselben Gleichung (IV.) 
wie G genügt. 

§4. 

Reflexion und Brechung der Eugelwellen. Grenzbedingungen. 

Das reflectirende Flächenelement habe die ebenen Coordinaten x^ y, ss. 
Die Richtung der Normale desselben sei die x-Axe. Die Componenten der 
in der Richtung der Normale wirkenden elastischen Kräfte seien X^, Y^, Z^ 
und die Componenten einer Yerrückung im ebenen Coordinatensystem x, y, js 
seien u, c, ir, im sphärischen r, (p, yj wie früher ü, V, W. Dann drücken 
die folgenden Gleichungen die Bedingungen der Gleichheit der Componenten 
der Verrückungen und der elastischen Druckkräfte für die Grenzfläche aus 

(31\) W,+ »r = «rf, ^t-^^r = f>d> ^e-\' «^r = ^d'i 

(ol .) A^j^+Aarr = A^^^, l^r<+ '*r = ^*d5 ^xe+^xr = ^xdy 

WO die Indices e, r, d sich auf die einfallende, reflectirte und gebrochene 
Welle beziehen. 

Zu diesen Bedingungen tritt noch die Bedingung hinzu, welche die 
Gleichheit der lebendigen Kräfte zu beiden Seiten der trennenden Fläche 
ausdrückt. Diese soll später hinzugefügt werden. 
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Die Bedingungen (31\) und (31^.) sind in sphärischen Coordinaten 
auszudrucken. Von einem Punkte 0« S^^^ ^^^^ divergirende Welle aus, 
welche an der Grenzfläche im ersten Medium reflectirt, im zweiten ge- 
brochen wird. Die reflectirten und gebrochenen Strahlen scheinen dabei 
von zwei Punkten 0^ und 0^ divergirend ausgesendet zu werden. Daher 
sind die drei Punkte 0^, Or, 0^ als Mittelpunkte dreier sphärischen Coor- 
dinatensysteme r^, cp^, %] Tr, (pr, y^n ^d» ^dy V^d einzuführen. Und man 
erhält die einfallende, reflectirte und gebrochene Welle durch (7.) aus- 
gedrückt, wenn darin r, cp, \ff durch die genannten Coordinatensysteme er- 
setzt werden. Durch diese Coordinaten mögen auch die obigen Bedingungs- 
gleichungen zunächst ausgedrückt werden. 

Der Coordinatenmittelpunkt des sphärischen Systems r^ (py yj falle 
mit dem Anfangspunkt des ebenen Coordinatensystems x, y, z zusammen, 
und die Aequatorebene des ersteren mit der xy-Ehene. Der Winkel tp 
werde von der x-Axe an in dem Sinne entgegengesetzt der Uhrzeiger- 
bewegung positiv gerechnet Dann bestehen zunächst die Beziehungen: 

(32*.) X = rcosjpcosv, y = rcosysini^, « = rsiny; 

«ii = cos(a?r) = cc'y i»i = cos(yr) = es, pi = C08(«r) = 8, 



(32^) 



nh = cos(x^)=— *c , «2 = cos (y 9)) =—««', P2 = cos(»<p) = c, 



[«I3 = cos(a:v/)=— «'; «3 = C08(y<//)=c'; p^ = cos(«^) = 0*), 

wobei zur Abkürzung geschrieben ist 

(32^) 8 = sin^), c = co^(p, s' = sinv^, c' = cosv'. 

Zwischen den Componenten einer Verrückung im ebenen Coordinaten- 
systeme X, y, z und denjenigen U, V, W im sphärischen Systeme r, (p, tp 
bestehen die Beziehungen 

u = CCU-8C'V-$'W, 

(33.) < f> = C8U-88'V+C'W, 

[w = sU+cV. 

Ferner sind die Componenten der elastischen Druckkräfte X^, Y^, Z^ 
im ebenen Systeme x, y, z durch die sphärischen Componenten auszudrücken. 
Diese sind nach Lame a. u. a. 0. S. 199, wenn N und T für N' und T ge- 



*) Lami, Theorie de Pelasticite, S. 196. Ein hier vorkommender Druckfehler ist 
oben berichtigt. 
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Bchrieben wird: 



(34.) 



dU 






r dq> 



). 



N, = V^ = ie+2iii(-^--^^+ ^ 



dW 



c r 



re drp 



\ 



* V- 9 ' \ rc dip ^ r dq> ^ c r ^^ 



dW W 



T,= ^, = Ä^ = a(^- 



+ 



1 dU\ 
rc dxl>''^ 



11 D ^ /'l dU , dV V\ 

Dann hat man nach Latni S. 47 (10.), wo iV,, Tj, T^ für X,, V,, Z, 
geschrieben ist, 



(35.) 



m2X^+fhY^+p2Z^ = WiTj + IWaiVa + lllaTi, 



Die Formeln (33.) und (35.) setzen zwar bei ihrer Ableitung vor- 
aus, dass der Anfangspunkt der ebenen Coordinaten x, y, ss mit dem 
Mittelpunkte der sphärischen Coordinaten r^ ^, yj zusammenfalle. Sie 
behalten aber bei einer Parallelverschiebung der Coordinatenaxen des 
ebenen Systems Geltung, da x, y, ss in (35.) nur als Differentiale auftreten, 
und sie können benutzt werden, um die sphärischen Oomponenten der Ver- 
rttckungen und elastischen Kräfte aller drei Wellen in ebene umzusetzen, 
welche sich auf die Coordinatenaxen x, y, ss beziehen*). Nur sind die 
Aequatorebenen sämmtlich parallel der xy-Ehene zu nehmen. 

Die Ausdrücke für u, v, w und X,, Y^, Z^ werden in einfacherer 



*) Man denkt sich dazu entsprechend den drei sphärischen Coordinatensystemen 
mit den Mittelpunkten 0«, Ory Od drei ebene Coordinatensysteme gelegt, welche diese 
Punkte als Anfangspunkte haben, und deren Axen parallel den Axen Xy y, z sind, und 
indem man in (33.) und (35.) r, g), ip und x, y, z durch die entsprechenden Werthe 
ersetzt, welche diese Coordinaten für die einfallende, reflectirte und gebrochene Welle 
annehmen, erhält man die ebenen Componenten der Verrückungen und elastischen 
Kräfte für die drei Wellen, die dann noch durch Parallel Verschiebung auf die Coordinaten- 
axen Xy y, Ä zu transformiren sind, wobei die Form der Formeln ungeändert bleibt. 
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In einer kleinen Zeit dt schreitet die einfallende Welle um B^B, die 

refleotirte um AAr, die gebrochene um AA^ fort Daher ist B^B =^ -jrdt, 

l V 

AAr= -Tf^^f AAi=^-Y^^9 wenn mit / und /' die Wellenlängen, mit T die 

Schwingungsdauer bezeichnet werden. Femer folgt aus den rechtwinkligen 
Dreiecken ABB^, AB Ar, ABA^, wenn die kleine Bogenseite als gerade 
Linie angesehen wird, AB^ = AB oo^tp^, BAr = -/4ßco8(2Ä— t/^^), BA^ = ABoo^xp^. 

Daher sind die genannten Prismen leo%\p^ — ' ' , /cos(2Ä— y/^) — ' ' , 

fcosifa — f~~' ^*®*® ^^^^ ™** ^^^ Dichtigkeiten q und p' und mit den 
halben Quadraten der Geschwindigkeiten der bewegten Aethertheilchen za 
mnltipliciren. Die letzteren pflegt man durch Mittelwerthe der Quadrate der 
Geschwindigkeiten zu ersetzen. Nun seien die Componenten einer VerrQcknng 

U = ü;,cos(d--^)27i+ U^sin(& — ^)27i, 
(37.) \V= V^co»{a--^)27i+ V,&in{&--^)2n, 

so ergiebt sich mit Rücksicht auf die Beziehungen 

/\m'(9—^)2ndt=/\o6'(&-^)2ndt = ~-, 



f^aia{a--^)4:ndt = 



U 



für den Mittelwerth des Quadrates der Geschwindigkeit 



u 



Wird jetzt zur Abkürzung gesetzt 

(38\) x = m+n+m+m+v',+m. 

so erhält man bei WeglassuDg eines constanten Factors als Ausdruck fUr 
den Satz der Erhaltung der lebendigen Kraft 

(39.) X^p/cosy/e = 3£^p/cos(2Ä— v^J+9£rfp7'cosi^rf, 

wo die Indices e, r, d die gleiche Bedeutung wie oben haben. 

Aus den genannten rechtwinkligen Dreiecken folgt B,B = AB^intp^, 
ArA = AB%m(2R—tpr)j A^A = -^ßsini^^, und mit Rücksicht auf die vorigen 
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Werthe für B,B, A^A und A^A 



(40.) 



smVrf 



also rpr = V^e oder V'^ = 2R'-% und das bekannte Brechun^gesetz. Offenbar 
ist nur der letztere Werth für yj^ möglieb. Man erbält also fUr das reflec- 
tirende Flächenelement die Beziehungen 

(41.) r, = r, und ipr = 2R-ip,] 

und der Satz der Erhaltung der lebendigen Kraft erhält jetzt den einfacheren 
Ausdruck 

(42.) (3£«— 3£^)e/cosv/, = Xrfp'/'cosy^. 

§6. 

Torsionsschwingungen. 

Bis hierher sind die Formeln allgemein entwickelt. Von jetzt an 
werden nur transversale Schwingungen in Betracht gezogen, und zwar be- 
schränke ich mich auf solche Schwingungen, welche auf der Fortpflanzungs- 
richtung senkrecht stehen. Für transversale Schwingungen anderer Art ist 
das vorliegende Problem in gleicher Weise durchführbar. 

Die Torsionsschwingungen erfolgen stets in zwei zu einander senk- 
rechten Ebenen und werden durch (7.) und (17.) dargestellt, wenn = 
und tp = const. gesetzt wird. Dadurch erhalten wir bei der genannten Be- 
schränkung und bei Weglassung constanter Factoren 

17 = ^ 

für Schwingungen parallel der Aequator- 

ebene, also für Schwingungen in der 

Einfallsebene; 



(43-.) 



K = 
W = 



1 d% ^ ^ 



dip 



rc 



(43*0 



U = 



V = 



f 



rc 



für Meridianschwingungen, also für Schwingungen 

senkrecht zur Einfallsebene. 
fF= 

Bei Bildung des ersten Werthsystemes ist 5 durch —% ersetzt, was der 
willkürlichen Constanten wegen gestattet ist. 

Da in (43\) und (43^) J7=0 ist, so steht bei den hierdurch dar- 
gestellten Kugelwellen die Schwingungsrichtung auf der Fortpflanzungs- 
richtung senkrecht. 
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üin nun die Grenzbedingungen für die durch (43*.) und (43\) dar- 
gestellten Componenten einer Verrttckung zu erhalten, hat man in die Aus- 
drücke (34.) für die Componenten der elastischen Kräfte ö = 0, v = const und 
ausserdem 9) = zu setzen, weil die Aequatorebene der im vorigen Paragraphen 
eingeführten sphärischen Coordinatensysteme mit der Einfallsebene zusammen- 
fallen gelassen ist; und bildet man ferner die entsprechenden Ausdrücke 
(36*.) und (36**.) für die Componenten einer Verrückung und für die Com- 
ponenten der elastischen Kräfte im Coordinatensysteme Xy y, z, so erhält 
man, wenn zur Vereinfachung nur die nicht verschwindenden Componenten 
der elastischen Kräfte genannt werden, folgende Formeln, und zwar 

1) für Schwingungen in der Einfallsebene: 



(44\) 



Ti = 



_ fA dW_ 



fi = ~«'W^, -¥, = -2«'c'r2, 



(44^) 



r dq> ' 

fi? = 0, Z<p = --«'Ti 

2) für Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene: 

« = 0, n = 



für y = 0. 



flir <p = 0. 



Wir erhalten jetzt die Grenzbedingnngen (31*.) nnd (31''.) in folgender Form: 

I. Schwingungen in der Einfallsebene. 



(45\) 






Gleichheit der Verrückungen. 



Hier ist: 



_ y 

xr * «rf ^ 



xr — ^xdJ 



Gleichheit der elastischen Druckkräfte. 



dW 



w 






dW 



Y. = (l-2,"),,(^-f ), 

, ^ dW 



z, = — « 



dq> 
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IL Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene. 
V^+Vr = V^ Gleichheit der Verrttckungen, 
^xe+^xr = Z^d Gleichheit der elastischen Druckkräfte. 
Hier ist: 

dV V 



(45^) 






In (4B\) und (45**.) ist für y = 0, xp^ const. = i/;, r = const = r zu setzen. 
Die Bedingung der Erhaltung der lebendigen Kraft (42.) wird später hin- 
zugefügt. 

§7. 

Torsionsschwingungen in der Einfallsebene. 

Für Schwingungen in der Einfallsebene ist die nicht verschwindende 
sphärische Componente einer VerrUckung nach (43*.) und (19.) gegeben durch 

(46.) W = - 4- + -- 

^ ^ r dq> rc 

för y = 0. Für 5 in (19.) ist nur der Werth gj benutzt, da fjj und 5^ 
hier nicht in Betracht kommen. 

f^3 enthält die Kugelfunction S^ als Factor; daher ist zu beachten, 

dS* 
dass der erste Differentialquotient -^ — für y = nicht verschwindet, wenn 

n ungerade ist, während alsdann der zweite Differeutialquotient . , ver- 
schwindet Denn S^ hängt hier nur von der Variablen tp ab und wird als 
Integral der Gleichung 

C0S9? ^ \-n(n+l)S^ = 



cos 9? dq> ^ dtp 

definirt durch den Ausdruck: 

^ _ 1.3.5.. .(2>»-l) I n(n-l) • ._2,^ , n (n^lXn- 2Xn^3) , . 

Daher ist n, damit das erste Glied in (46.) nicht verschwindet, als ungerade 
Zahl anzunehmen. 

Dann aber verschwindet, weil f in (46.) von q> unabhängig ist, Z^. in 
(45*.). Somit wird die dritte der Bedingungen, welche die Gleichheit der 
elastischen Druckkräfte ausdrückt, von selbst erfüllt. 

Mit Rücksicht auf (30'.) und, weil f der Gleichung (ll^) genügt. 
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erhalten wir jetzt, wenn wir uns den Factor (-^ — ) mit den zu bestim- 
menden Constanten vereinigt denken: 

(47.) W = lj(^,-Z)08in(-f -^)27i + (ß,+ C0co8(-f -i,)27i}. 

Dieser Werth W ist nun für die einfallende, refleetirte und gebrochene Welle 
zu bilden. Werden dieselben wie früher durch die Indices e, r, d unter- 
schieden, und die Wellenlängen wieder mit / und /' bezeichnet, so ergiebt sich 

V, =. £;sin(^-^)27H-Jg;'cos(^--^)27r, 
(48.) \Wr = Ä8in(-^-4^)27i+Ä'cos(^--^)27r, 

W, - D8in(^-^)27i+D'cos(^-^)27i, 

wo zur Abkürzung gesetzt ist 

(48-.) E = J-(^,,-DJ, E' = J_(ß„^+cj. 

Die Amplituden R und R der reflectirten und D und D' der gebrochenen 
Wellen gehen aus (48*.) hervor, wenn e durch r resp. d ersetzt wird. 

Damit nun zunächst die Bedingungen der Gleichheit der Componenten 
der Verrückungen in (45*.) erfüllt werden, muss für das reflectirende Flächen- 
element sein 

(49.) ^ = ^ = ^_. 

Hieraus folgt, wie sich schon früher ergeben hat, r^ = r,. Nach (49.) ist, wenn 
noch die Beziehung yjr = 2R--% in (41.) sowie (40.) berücksichtigt wird, 
die Lage der Punkte 0^ und 0^, von denen die refleetirte und gebrochene 
Welle zu divergiren scheinen, in der Einfallsebene bestimmt. 

Mit Rücksicht auf die genannten Beziehungen gehen die Bedingungen 
der Gleichheit der Yerrückungen in (45\), wo an die Bedeutung der Zeichen 
ä' = sint/^, c' = co^yj erinnert werden möge, über in: 

/ {E+R)^myj, = Dsiny/^, (E'+R')Qmy;, = D'sinv^^, 

^ \(E-R)Go^ip, = Dcostpai (E'—R')cosyj, = D'co^ip^. 

Hieraus ergiebt sich 

iX = : — 7 r- ü, 21 = ; — 7 ; — — r- /i , 

sin(\pe-ty^d) ^ sm(\pe+yfd) ' 



(50.) 
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in genauer Uebereinstimmnng mit dem Fresnekchen Ausdruck für die 
Amplitude der reflectirten Welle und mit dem F. NeumanMchen Ausdruck 
für die Amplitude der gebrochenen Welle. 

Die Gleichung (42.) für die lebendige Kraft geht durch (48.) über in 

und durch die eben gefundenen Ausdrücke fttr die Amplituden in 

^ "*" ^\ sm\^pe+^d)^ ^ ^ Q sint/zecosv'« sin'(V'^+-V;d) * 

Zerlegt man die zweite Klammer der linken Seite in Factoren, so zeigt 
eine einfache Rechnung, dass die von %p^ und yj^ abhängigen Factoren der 
beiden Seiten der Gleichung einander gleich werden; und da diese Factoren 
im allgemeinen nicht verschwinden können, und weil auch E^+E" nicht 
gleich Null sein kann, so folgt 

(51.) Q = q\ 

Diese Beziehung, welche die Gleichheit der Dichtigkeiten in den 
beiden durch die reflectirende Grenzfläche getrennten Medien aussagt, wird 
im allgemeinen für zwei Medien nicht bestehen. Daher werden im all- 
gemeinen Schwingungen der betrachteten Art nicht möglich sein. Für den 
Lichtäther nehme ich die Beziehung (51.) mit F. Neumann an. 

In (50.) sind die Werthe (48*.) für E und E und die entsprechenden 
für Ry R und D, D' einzusetzen. Dadurch ergeben sich vier Gleichungen 
zur Bestimmung der Constanten A und B in (47.). Um die Rechnung zu 
vereinfachen, setzen wir von jetzt an ii=l. Für andere Werthe von n 
ist die Rechnung in ähnlicher Weise durchführbar, ohne dass sich wesent- 
lich andere Resultate ergeben. 

Wir erhalten zunächst mit Rücksicht auf (28.) und (26.): 



(52.) 



|(ß, + co.=, = |(ßo+^. + ^); 



und setzen wir zur Abkürzung 

..QN ^ sin(v^— Vd) j sin^/rf sin2i//, - , ^ 

^ ^ Sin ( V^ -h i/Zrf) sinVe sm(Ve + v;d) 



r 



und beachten, dass q = -T-2n in (20.) infolge (49.) für die Grenzfläche in 
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allen drei Wellen denselben Werth behält, 80 gehen aus (50.) mit Rücksicht 
auf die Beziehungen r^ = r, und — = — = _?1?^ folgende vier Gleichun- 
gen hervor: 



(54».) 



q ^^ 



(54\) 









^i)d ~ ^"^14 — * V^-'^Oe"" 



B,u-¥A,.+ 






(55\) 



9 ^ 9 

Dieses sind vier Gleichungen mit den acht Unbekannten Aor, ^> 
Bor 9 Biidy ^\ry ^idf ^iry ^w Vlcr wcitcrc Glcichungeu liefern die Bedin- 
gungen der Gleichheit der Componenten der elastischen Kräfte. Diese Be- 
dingungen sollen nun aufgestellt werden. 

Zunächst geht aus (47.) für « = 1 hervor: 

(55\) -^- -^ = 8Csin(^- -L)2„4-93co8(^ - ■^)2n, 
wo gesetzt ist 

2t = -^\-2A„-qB,-(q-j)A,-3B,\, 

Durch (55^) gehen die Bedingungen der Gleichheit der elastischen 
Druckkräfte (45*.), von denen die letzte, wie gezeigt wurde, von selbst er- 
füllt ist, in die folgenden 

sini/^,cosv/,^(8l,-8t) = sinv/rfCOSV^^iu'Sl^, 

(l-2sin>,)a(Sl,+5t) = (l-2sinV,)a'Sl, 

und in zwei entsprechende zwischen 93«, 33^, 93^ über. ^ und ^u' bezeichnen 
die Elasticitätsconstanten der beiden Medien. 

Nun folgt aus der dritten Beziehung (P.), wenn die Fortpflanzungs- 

geschwindigkeit CO2 durch -=r ersetzt wird , -^ = -jr und für das zweite 
Medium -^ = -^r- 1 also ist 



(56.) 



»' i" 
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l' 



sinVd 



id da sich p = p' sowie -j = . ^ ergeben hat, so nehmen die obigen 
'enzbedingungen die folgende Fonn an: 

^_^ ^ 8in2v^8inVd^^ 
* '' 9in2xffe sin'v;, ^^ 

^ ^ ^ cos2t^8in>£^ 



itsprechende Gleichungen bestehen zwischen 33^, 33^, 33^. Hieraus folgt 

^ _ 8iii2(\pe—tpa) ^ 
I W _ sinVg 8iD 4t^< 



(57.) 



g. _ 8in2(V>,— v>d) gj 
•*' ~ sm2(v.+V<j) ^" 



sm xpt 



9t., 95. = ^ 



sin 4t//« 



sin'v/rf 8in2(V'«+V'd) 



33,. 



sinVd 8in2(Ve+V'<i) 

itzen wir noch zur Abkürzung 

j_ sm2(ipe—'^d) ^1 ^ 810 4v;^ 

8in2(V'e+V'd) ' 8iii2(v/,+v/rf) ' 

» gehen aus (57.) durch (55^) die folgenden Gleichungen hervor: 

qA^^2B,^'-3A,r+(q~-j)B,r = (Ji9'^«.-2Äo -3^,,+ (5r--|-)ß,,j; 
-2A,-5rß,,-(5r-A)^^^«3ß^^ = S'^^2A^^qB^^{q^^)Au-SB,,], 

qAo,'-2B,^^3A,,+ (q^^)B,, = cy'J5r^,^-.2ß,,~3Ae+(9'-|-)ßi4- 

Diese vier Gleichungen bestimmen mit den Gleichungen (54\) und 
4^) die gesuchten acht Constanten. Es ergiebt sich 

Aiir = ao^o€+boBii^+ CüAu+doB^^, 

Air = OiAie+biBiig+ CiAu+diBu, 
Bir = biAo^—aiBii.—diAu+CiBi,, 
zur Abkürzung gesetzt ist: 



(58.) 



Ou = 3« — 2^— 5r^(« — ^), Ol = 25r(f— J), 



(58\) 



6„= S^C«-^), 



Co = 



(«-«y), 



6, = q\B-S), 

c^ = -2e+Sd-{-q'(e-d), 

40* 
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Die Werthe ftlr die Constanten ^y^, B^a, A^^, ß^ gehen der Reihe nach 
aus denen für Aii^, Biir^ Air, B^^ hervor, wenn e durch e' und d durch <f 
ersetzt werden. Somit ist allen Grenzbedingungen Genüge geleistet. 

Bisher wurde der ttbersichtlicheren Darstellung wegen für den Aus- 
druck, welcher die einfallende Welle lieferte, die gleiche Form wie fUr die 
anderen Wellen gewählt. Jetzt mögen drei der noch willkürlichen Constanten 
gleich Null gesetzt werden z. B. ß,,,, A^^, ßi,. Dann erhält man aus (48'.) 
und (52.): 



(59.) 



E = 



Aue 



£' = 0, 



Die Werthe für D und D' entstehen aus B und Ä', wenn r^ durch r^ und 
B, d durch €', J' ersetzt werden. 

r^ und frf in (58'.) und den entsprechenden, aus (58\) zu bildenden 

Formeln beziehen sich auf die Grenzfläche und mögen nun mit r^ und r^ 
bezeichnet werden. Dann erhält man schliesslich aus (48.) und (59.): 



(60.) 



-^2.(.'-J')(l-^)co8(^-J.)2n). 



W.. = 



Hieraus folgt für die Grenzfläche, also fUr rr = rr und r^ = r^ bei Beachtung 
der für die Grenzfläche geltenden Beziehungen 






siayt, 



Biüxffa 



und mit Rücksicht auf (50.): 

(60-.) ^y^^_ «j"('^--V>.) w w, = -■ ff^' , W,. 

Es ergeben sich also die gleichen Formeln wie aus (50.) und (48.). 
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geht die Bedingung der Gleichheit der Verrücknngen und die Gleichung 
der lebendigen Kraft, wo die in (51.) gewonnene Beziehung q = q' ein- 
geführt werden soll, über in 

Aus beiden Gleichungen folgt durch Division wegen (49.) 

(62.) A^-A^ = -^.1,. 

Hieraus nnd ans der ersten Gleichang, welche durch (49.) und (40.) ge- 
schriehen werden kann 



folgt 

A _ tg(V >«-v>d) . 



(63.) 






Dies sind die Fre^e/schen Formeln bis auf das Vorzeichen von Ary 
welches die bekannte Erklärung findet. 

Es ist noch zu zeigen, dass das obige Werthsystem (61.) auch der 
Bedingung der Gleichheit der elastischen Druckkräfte genügt. Zunächst folgt 

dV V A2n fr < \^ 2A . f r t \^ 

HVT = -77-cos(;-^-y)27i-^sin(^---y)27i. 
Dieser Ausdruck kann geschrieben werden 

Da der Klammerausdruck infolge der Beziehungen r^ = r^ und (49.), welche 
sich für die Grenzfläche ergeben haben, in dieser sowohl für die einfallende 
als für die reflectirte und gebrochene Welle denselben Werth annimmt, so 
wird die Bedingung der Gleichheit der elastischen Kräfte in (45\) erfüllt 
sein, wenn der Gleichung 

-^cosi//e(i4,-^,) = -^-cosv^j^rf 

genügt wird. Diese Gleichung aber geht nach (56.) (für (> = p') in (62.) 
über und ist somit erfüllt. 
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Aus (61*.) und (63.) folgt jetzt für die Grenzfläche: 

(63-.) '''=|i^^'" y.^y.+y.. 

§9- 

Allgemeinere transyersale Schwingungen in der Einfallsebene. 

Ans den in (7.) mit (17.) anfgestellten Integralsystemen der Elasti- 
citätsgleichungen ist ein Integralsystem zu wählen, in welchem für (p = 
nur die sphärische Componente W einer VerrUckung einen Werth hat 
Dieser Bedingung genügt bei passender Wahl der Constanten das Werthsystem 

( U = 0, 



(64.) 



V = M ^ d% ^^dZ 



r i cosijp dip ' dq> 

w ^ ^-l-cos-y^+A^+ri, 

rcosy ( ^ d(p ' dtff ' ^ ^ 

welches bei Weglassnng eines constanten Factors für ö = 0, « = ai+a3+«6i 
ß = ßi+ßz+ßa^ y = Yi+Yz+Yü hervorgeht, f nnd f sind Integrale von (ll^) 
Fttr % in (64.) setzen wir %^ in (19.), also 

(65.) g = g;3 = ifS-^^;>/, 

wo jS" hier die von zwei Argumenten abhängige Kngelfnnction ist. Diese 
wird als Integral der Gleichung 

1 d dS^ 1 d'S . 4.nÄ« = 

cos 9 d(p ^ dq> cos '9) dtp^ • \ » >^ "~ 

definirt durch 

(66.) S" = P^^^an^mvifj+b^co^vy/), 

wo 

PI = cos^^yjsm" *'</)— -^^ — ^^^ _ . — ^sin" •^"^y 

(ii-y)( w— y-l)(yi-y-2)(n ~y-3) 
2.4(2ii-l)(2ii-3) 

ist Mit y wird eine ganze Zahl bezeichnet, so dass <C v ^ it ist Fttr 
II = 1 ist daher v = 1, also P} = cosy zu setzen. Hierfür verschwindet Y 
in (64.) nicht. Für 1» = 2 ist v = 1 oder v = 2. Nur der erste Werth 
entspricht der oben genannten Bedingung. Man erhält 
(66*.) PI = cos y sin ^. 



+ ö-TTöT— Tvö;r-äs sm y--...| 
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Ebenso würde sich für jeden anderen geraden Werth von n ein passender 
Werth für v finden lassen. Um aber möglichst einfache Formeln zu er- 
halten, setzen wir i} = 2, zumal da sich die folgende Rechnung im allge- 
meinen Falle in gleicher Weise durchführen Hesse, ohne wesentlich andere 
Resultate zu geben. 

Jetzt ist fja in (65.) durch (29*.) zu ersetzen, woraus in Verbindung 
mit (66.) und (66\) erhalten wird 

% = cosysinc/>(o2 8inv/+62C08V^)|C2sin(^— >ii/)+/)2Cos(^— m<)|. 

Dadurch geht das Integralsystem (64.) zugleich mit Rücksicht auf die Glei- 
chung (ll^), welcher f und f genügen, sowie mit Rücksicht darauf, dass 
Z durch 6] in (21.) zu ersetzen ist, in das folgende über: 

[ [^ = 0, 
V = — |8iny(a2C0SV'—62sinv^)(C2sin(^— fw<) + ^2C0s(gr— iw/)) 



(67.) 



Hinq> 



-\ ^(ai^intp+biGO^tp)(Ä sm(q —mt)-}- B' co%(g —mt))] ^ 



cos'qp 



W = — |(öin^y— cosV)(o2COSV^+628inV')(C2siu(gr— m0+/>2cos(9— mO) 
H i — («icos«/^— 6iSinV')(^'sin(9— m/) + ß'co8(qr— m/)) 



cos q> 



+ -^{A"^^(Q'-^0+B"co^(q-mO)] • 



Mit den Buchstaben a^ b^ A, B sind Constante bezeichnet, welche durch 
die Grenzbedingungen zu bestimmen sind. C2 und Z>2 sind nach (28.) zu 
ersetzen und zwar möge ^2 = sein; es ist also 

(67\) C,^A,Yl(,q), D,^ A,Yl{q). 

Bevor dem Integralsysteme dadurch eine einfachere Form gegeben 
werde, dass 9 = gesetzt wird, ist auf die Grenzbedingungen Rücksicht 
zu nehmen. 

In den Ausdrücken (36**.) für die in der Normale des reflectirenden 
Flächenelements wirkenden Kraftcomponenten treten von den sphärischen 
Componenten (34.) iV,, iVj, Tj, Ta, ^3 auf. Und von diesen verschwinden 
für das obige Integralsystem (67.) und für ö = nur die folgenden nicht, 
wenn y = gesetzt wird : 

^j 2fji dW ^ ( dW W\ 

•* rc dip ^ ^ ' ^ dr r / 
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Daher geben die Formeln (36^) Über in 

dV W\ . ^ . ^ (t dW 



(68.) 



\X^ = -8in2v^^(-^-^)+2sin>-^ ^^ , 
„ „ i^ dW W\ . ^ fi dW 



dtp ' 



für <p = 0. 



Z, = 0. 

Diese Ansdrticke sowie diejenigen (67.) sind in die Bedingungen 
(31*.) und (31\) einzutragen. In dem Integralsystem (67.) setzen wir jetzt 
9 = 0. Dann lässt sieb dasselbe in der einfacheren Form 

U = 0, 

K= 0, 



(69.) 



W = 



— |(A+C2)8in(5r-mO+(ßü+ß2)cos(7— »»Ol, 

sebreiben, wenn die von xp abhängigen Factoren mit ^,„ B„ und A^ ver- 
bunden gedacht werden. Und man kann setzen 

{Aa — o+OuSinV'+aicosV', 
B„ = 6+6oSinv/+6,',co8V; 
(70*.) Ai = OjSinv/H-oicosv/ 

mit den Constanten a, ao, «k), a^, b, b,„ b'„. 

Für den Ausdruck von W in (69.) ergiebt sich mit Rücksicht auf 
(67\) und (26.) 



(70-.) 



(71.) 
WO gesetzt ist 

(71\) 



W = - \H&m(q-mt)+H'co(i(q-tnt)\, 



H = A„+(1-^)a,, 



q hat die Mhere Bedeutung in (20.). 

Für die einfallende, reflectirte und gebrochene Welle unterscheiden 
wir die Ausdrücke (71.) wie früher. Wir setzen also 



(72.) 



1 



W, = —\H,sm(q,-mt)+H;cos(q,-tnt)l 
Wr = -—\Hr«ai{q,—tnt)->tHlcoi(a^—mt% 



rd 
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Durch (69.) und (72.) ergeben die Grenzbedingnngen (45'.), 
welche die Gleichheit der Verrückungen ausdrücken, wie in § 7 zunächst 
die Beziehungen (49.): 

^e __ rr _ rg 
l l l' 

und dann die folgenden Beziehungen 



(73.) 






Die letzteren gehen aus (50.) beim Vergleich von (48.) mit (72.) dadurch 
hervor, dass E, E', R, R\ Z), /)' ersetzt werden der Reihe nach durch 

' ' , -^, -^^, — ^, -^, und mit Rücksicht darauf, dass 



re ' Tr ' rr ' Tg ' Tj 



r^ = r^ und 



r<, smt/;, 



ist. € und b' haben dieselbe Bedeutung wie in (53.)« Demnach liefern 
die Formeln (72.) in Verbindung mit (73.) den Fre^n^/schen Ausdruck für 
die Amplitude der reflectirten Welle und den fiVcAAo^schen für die der 
gebrochenen Welle. 

Dass die Gleichung der lebendigen Kraft durch (72.) in Verbindung 
mit (73.) erfüllt ist, folgt in gleicher Weise wie im § 7 mit der gleichen 
Nothwendigkeit der Beziehung (> = (>'. 

In (73.) sind vier Gleichungen zur Bestimmung der in (67.) ein- 
geführten Constanten aufgestellt. Weitere Gleichungen liefern die Bedin- 
gungen der Gleichheit der elastischen Druckkräfte. 



§10. 

Fortsetzung. Die Bedingungen der Gleichheit der elastischen Druckkräfte. 
Einfachste Ausdrücke für Schwingungen parallel zur Einfallsebene. 

AW H^ 

Nach (68.) handelt es sich zunächst um den Ausdruck für -^ — 

Wir setzen 

(74) -^-^ = -^(S8in(^-«»0+S'co8(9-»»0) 
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Wir setzen erstens: 

(75\) A, = 

d. h. Ai, = Air — ^2d = und ferner 



(lb\) 



^"'=<^' 4^=o> 



(76.) 



80 dasa nach (71\) bei Weglassung des Index der Constanten Ä und 
B erhalten wird: 

Hr = Ary Hl = B/j H^ = A^y Hli = B^, 

und für die Grenzfläche nach (73.) und (76.) 

Ar = ^Agy Aa = s Ag^ 

so wie nach (74*.) und durch (76*.) 

S, = -2A„ S, = -2€A„ S^=-2e'A„ 

S;= qA„ Sr= qeA,, 8'^= qe'A,. 
Wird noch zur Abkttrzung 

r dAr 1 AI r dB, 



(76\) 



{A, = sA 



(76\) 



(76«.) 






dB. 



L dWA JMja^ rp^ ^^ L dxl}A J 



^ =Ä' 



gesetzt, so gehen die Gleichungen (75.) in folgende über: 

sin^y/e-^r— sinVd-^d = — j(l— €)sin2i^^— €'sin2VdM,, 

2sin^V^,ß^— 2sinVdßd = 5f|(l— «)sin2v'«— «'sin2v^rf|-4^, 

sin2v^,^^+8in2v'di4rf = 2j(l+6)cos2i^^— €'cos2v/rf|.4^, 

sin2v^,ß^+sin2v'dß!f =— 9J(l + €)co82v^,— €'cos2V'd|-4,. 
Aus diesen Gleichungen folgt mit Rücksicht auf die Werthe (53.) für « 
und €', in denen xp durch xp zu ersetzen ist, 

Ar = ^rA^^ A^ = ^dAgf 



wo zur Abkürzung geschrieben ist 



(77.) 



(77\) 



a. = 4ectg^„ ^^^_4,co«V>.co8Ct^e+V/.). 
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Ar und Br, Aa und B^ waren für ^(^ und ßor^ Ä)d Qöd B^^ ge- 
•ieben. Nach (70*.) ist daher, wenn «i = bl = angenommen wird, 



(78.) 



l Ä^ = 6,+6,y8inv„- ßd = 6d+*(w8inv/d; 



mid zar Bestimmnng der acht Constanten Or, a,v, b^, bt,^, a^, Ou^^ b^, boa 
dienen die acht Gleichungen (76\) nnd (77.) mit Rücksicht auf (76".). 

So erhält man fttr die gesuchten Verrttckungen der drei Wellen durch 
(78.), (76.) und (72.): 

W, = iij(a+a,iiH!^i;^)8i„(^— i,)2n 

Tr ^^ COStpr ^ ^ i i ^ 

Für das Grenzflächenelement ergiebt sich aus (78*.) bei Weglassung der 
Striche ttber den Buchstaben: 



(79.) 



>. = -^-^sin(^'--|)2n, 
FT, = ^ sin (^--1)2., 
»7.= i^sin(-^-;)2., 



nnd hieraus mit Rücksicht auf die Werthe (53.) für e und e' sowie auf 
(49.) und (40.) 



(79-.) W.^-^^^f^W,, W, = ■ ;^^J^' , W„ 



also der Fresnekche Werth für die Componente der reflectirten und der 
F. Neumanmche Werth für die der gebrochenen Welle. 

Das Werthsystem (79.) ist identisch mit demjenigen (60^), nur ist 
die Constante A^i, in (60^) durch A, in (79.) ersetzt. 
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§ 11. 

Zweites Werthsystem für Schwing^gen parallel zur Einfallsebene. 

Eine zweite Möglichkeit über die Constanten in (71''.) passend zu 
verfügen ist die, dass man setzt 



(80.) i4o,+^2. = 0, Äa. = 0, 



dAi\r r\ dA{)d r^ dB\\r Av dBi)d 



Der Index in ii, und B^ möge jetzt weggelassen und A2 durch G(v) 
ersetzt werden, so dass man nach (70^) schreiben kann 

mit den Constanten gi und ^-^ wo t durch e, r, d zu ersetzen ist. 
Somit erhält man nach (71*.) für die drei Wellen 



(81.) 



Äe=-^Ge(V^e), 



K = ^ GX%1 



(81-.) 



Hr = ^.+ (1- -^) ör(Vr), H'r = B^+ ^ G^Vr), 






GäiV^a) 



mit den acht zu bestimmenden Constanten Ar, B^, A^, B^, gr, gl, Qdy 9d* 

Die ersten vier dieser Constanten ergeben sich nach den Bedingungs- 
gleichungen (73.) in folgender Weise: 

Ar = -4f g.(v^.)-(i-A)g,(^,), 

q q'^ 



(82.) 



B,= 



9 9 



Hier ist berücksichtigt, dass für die Grenzfläche q, = qr = ?<< ist. Der ge- 
meinsame Werth ist wie vorher mit q bezeichnet. Ebenso haben %, %, tp^ 
die frühere Bedeatnng. 

Um die Constanten g,, g'r, gd, g'a durch die Gleichongen (75.) zu 
bestimmen, haben wir zunächst nach (74*.) S und S' für die drei Wellen 
zu bilden. Zuerst ergeben sich 5« und S'„ wenn wir nach (80.) und (80*.) 
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Aii,=^-'A2^= —GXy^e) ttöd J?üe = setzen; also 



(83-.) 



12 



12 



«' = (- 3 + -^) G.(V.), S; = - ^ G,( V.). 



Femer folgt ans (74\): 



(83^) 



12 



S, = -2^-gr,ß,+(-5+4f-)<^'(^')' 



12 



S'r = ?,^-2Ä,+(5r,-^)G,(V.). 



iS>d vaid S'j ergeben sich hieraas, wenn der Index r durch d ersetzt wird. 

Für das reflectirende Flächenelement, für welches S und S' zu 
bilden sind, ergeben sich ans (83*.) und (83**.) zugleich mit Rücksicht auf 
die für A,, B^, Ag, B^ erhaltenen Werthe (82.) die folgenden Ausdrücke 



(83'.) 



S. = 



s: = 



s, = 



q 

6« 



(-3€+4^)G.(V0+^Gr(Vr), 
S'r = -- ^CXV^,)-^Gr(Vr), 



Femer folgt aus (81.) und (81*.) mit Rücksicht auf (80.): 

dB, 3 dG,(tpe) 



(83".) 



dt/f, 

dm ^ 3 rfG«(v>0 



^r ^(X 3 \ dGrj^r) dHg _J^ 3 \ d6i(}pi) 

ql dif,, ' d»(/r ^ q?^ dxpr ' rf^i ^ ql^ dxf,^ ' 



dfl,^ _ J_ dGr(\pr) 
dxpr ~ qr dxftr ' 



95 
dfl^ ^ 3 dgrf(V>^) 



Wir bilden diese Ausdrücke fttr die Grenzfläche und setzen zur Abkürzung 



(83'.) 






and beachten, dass für die Grenzfläche qt = qr = gd = g ist, dann gehen die 
Grenzbedingungen (75.) durch (83'.) und (83".) über in Gleichungen, die 
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(84) 



sich zanächst in folgender Form schreiben lassen: 

2Ä|sin2i^,G,(V'.)+sin2vi,G,(vi,)|+2(l-*)|sin>.G;(i^,)-sin>,G:,(^,)i 

= |(2*(2-€)-3(l-c))sin2vi.+(3-2*)e'sin2y/,|G.(V',)+2&8in>.G:(V'.), 

sin 2 v/, ö^ ( V'r) + sin 2 v^rf Grf (V/rf) - 2 1 sin V, G; ( j^r) - sin^d öXV'd) I 
= |(4-3e)sin2i^.-3e'sin2t^^| G.(^,)+28in>.G;(^.), 

2& |cos2v^,G,(v^r) - cos2i^, G,(v'd)l + (1- &) |sin 2% G^Wr) + sin 2 v^, g;(^^)| 

= |(3(l+«)-2ft(2+«))co82i^.-(3-Ö&)€'cos2v^,|G.(iiye)-&8in2vi.G:(«^,), 

• ^^ ^^ 

cos2 V, G,(Vr) - cos 2 Vd Gj(v<,) - |8in2 v. GX%) + sin 2 Vd GXv*)| 
= - |(4+3«)co82v^.- 3«' cos2vJ^| G,(V^.)-8in 2y>, G^v^,), 

wo zur Abkürzung geschrieben ist 



(84'.) 



9' 



Die Gleichungen (84.) dienen zur Bestimmung der vier in G^ und 
Gj enthaltenen Constanten; sie lassen sich aber in einfacherer Form schrei- 
ben. Multiplicirt man nämlich die zweite und vierte Gleichung einmal 
mit 1—k, dann mit —2k und addirt die so entstehenden Gleichungen zar 
ersten resp. dritten Gleichung, so entstehen zugleich mit Rücksicht darauf, 
dass nach (53.) c' = 1+e ist, die folgenden vier Gleichungen: 

(l+&)|8in2v'«G,(v/,)+sin2^^G^(^,)| 

= |(«&+l)sin2v'.+e'ft8in2v^,lG.(v^.)+2sinV.G:(v;.), 
(l+&)12sinV.G;(^,)-28in>,G;(;^,)| 

= (3+4&)|(e-l)8in2^.+«'8in2,^,|G,(^.)-2ft8inV.G:(t^0, 
(l+ft)|co82vi.G,(vi,)-co82v^,GXV'<.)l 

= |(e*-l)co82v'.-«'&co82v5jGXV',)-sin2v',G;(vi,), 

(l+&)|sin2v^.G:(v^,)+sin2^,Gi(v;,)! 

= (3+ 4*) j(c+ l)cos 2^1,- €'co82v'd| G,(v^.)+ *sin2v^ G;(v^.). 

Ans der ersten und dritten dieser Gleichungen folgen leicht die 
Werthe für GXy»^ und G^(tp^, aus der zweiten und vierten diejenigen für 
GXVr) luid G^V'd)- ^U8 diesen Werthen ergeben sich die Oomtanten 
9r> g'r, 9d, g'd in (80'.). Man erhält 
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(86.) 



ffr - («rSinv', — /5rC08V',)fl',8inV'„ 
g'r = - («r COS V', + ßr »In V'.) fl". 8in ij), , 
9i = («dS>nV^d4-/5dC08V'rf)^,8in«/i„ 

wo zur AbkUrznng gesetzt ist: 

'' " H-ft8in2(v;,+V'<*) ' 



(85\) 



o _ 3(2+3<t)co8t^,8ia(^«— V>d) 
(1 +*) sin V»«8in (i^H- V*««) 



«d = 



_ 28in4^<+8in2v>«+^^8JP'^<<co8»^tC08(tft«+t/^d) 

(l+Ä)8in2(v;,+^d) 



(86.) 



(1 -i-Ä)8inV'd sinCVeH- V'd) 

und wo zur Vereinfachung in (80*.) g\ = 0, also gesetzt ist 
(85^) G,(V^,) = ^.sinv',. 

Durch (85.) ergiebt sich jetzt aus (80*.) 

^r{V^ = -ic08(Ve + Vr)«r + 8iu(V, + Vr)/?r|^.8mVo 

. Gd(Vd) = |coB(vJd-v<,)«d+8in(v^d-Vd)/?d|^,8mv«. 
Hier werde nun für das Grenzelement V, = V«^ Vr = V'r = 2ß— ^„ 

Vd =° Vd gesetzt, and die Striche über v^ mögen der einfacheren Schreibweise 
wegen weggelassen werden; so entstehen aas (86.) die Formeln: 

(86*.) G,(Vr) = «r^.sinv,, ^^(Vi) = Od5',sinv,. 

Aas (81.), (81*.), (82.) und (86\) ergiebt sich nun 

3 
Ä. = --^^.sin«^,, 

3 



(87.) 



q V q 
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Aus (87.) und (72.) sind schliesslich die gesuchten Formeln zu bilden. 
Aber die Ausdrucke (87.) gestatten noch eine Vereinfachung. % hat für 
den ganzen durch das Erschütterungscentrum 0, und das reflectirende Flächen- 
element festgelegten einfallenden Strahl einen constanten Werth ; daher kann 

(87\) 3g,^m% = const. = A 

gesetzt werden. Jetzt ergiebt sich aus (87.) uod (72.) 

»'•-;^i-^V"'"(T-i)2"+i-(^-T)H. 

(88.) > + [f - (7 - i) "' ] "^"' (t— r) H 

+[f-(T-i)"0-KT-T)H- 

Hier ist q zur Abkürzung für -j-2n gesetzt; q,y qr, qd gehen aus q hervor 

für r = r,, =rrf =r^. q bezeichnet den für das Grenzelement geltenden, 
für alle drei Wellen gleichen Werth von q. 

Bei Anwendung auf Lichtwellen oder allgemeiner auf Wellen, bei 
welchen die Wellenlänge / gegen r verschwindend klein ist, lassen sich 
die Formeln (88.) noch weiter vereinfachen. Für solche Wellen ist q 

eine sehr grosse Zahl also — r gegen — und & in (84*.) gegen die Eiö- 

heit zu yernachlässigen. Daher geht (88.) in diesem Falle über in das 
folgende Werthsystem: 

A 



(89.) 



W. = 



w. = 



A 

q 

A 



008(^—^)271, 



-(^-l>.|c«s(f-A)2„, 



raqd 



B-k- 



wo jetzt 



(89\) 



a. = 



«ci = - 



q ^ q 

2sm2(ipe—^ d) ~sin2t /;d 

sm2(ipe+ipd) 
2sm4i/;^+sin2i/;<. 



ist. 



sm2 (ipe+^d) 
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centrum im Nenner, so dass die Intensität der Schwingungen umgekehrt 
proportional der vierten Potenz der Entfernung erscheint. Ebenso würde 
man, wenn man die Formeln (67.) für beliebige gerade n weiter entwickelt 
hätte, zu passenden Formeln gelangt sein, in welchen die Amplituden den 

Factor -^ enthalten hätten, wo k eine ganze Zahl ist. 

Auch für Schwingungen senkrecht zur Einfallsebene würden sich 
aus (67.) für ungerade n Formeln ergeben, in welchen sich die Amplituden 
umgekehrt proportional höheren Potenzen von r verhielten. 

Hamburg, im Februar 1896. 
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Ueber die Fundamentaltheiler algebraischer 

Gattungsbereiche. 

(^'^on Herrn Kurt Hen$eL) 



JJen folgenden Untersnchnngen lege ich einen natürlichen Ratio- 
nalitätsbereich (91', 91", ..., ai^^O, d. h. die Gesammtheit aller rationalen Func- 
tionen der n Variablen 91', 91", . . . , 9i^*^^ mit ganzzahligen Coefficienten 
zu Grunde. Man kann auch von der Bedingung absehen, dass die Coeffi- 
cienten ganze oder, was offenbar dasselbe besagt, rationale Zahlen sein 
sollen, und den Bereich aller rationalen Functionen jener Variablen mit be- 
Uebigem Zahlencoefficienten betrachten; die hier abgeleiteten Resultate be- 
ziehen sich gleichmässig auf beide Arten von Rationalitätsbereichen. 

Jede Grösse ilf des Bereiches (9t', 91", ..., W^) lässt sich bekanntlich 
auf eine und nur auf eine Art in ein Product von Primfactoren, d. h. von 
solchen Grössen zerlegen, welche ihrerseits nicht weiter innerhalb desselben 
Bereiches zerfällt werden können. 

Es sei nun x eine algebraische Function von (9i', 91", ..., 94^*^^), d. h. 
es genttge x einer irreductiblen Gleichung des itten Grades 

(1.) a:- + A^-'+- + ^n - 0, 

deren Coefficienten dem Rationalitätsbereiche (91', . . . , 91^*^^) angehören. Be- 
trachtet man dann alle rationalen Functionen von (^x; 9i', ..., 91^*^09 ^^ bilden 
diese wiederum einen in sich abgeschlossenen Bereich, welcher der durch 
die Gleichung (1.) constituirte Gattungabereich oder Körper genannt und 
durch @(x) bezeichnet wird. Sind 

X\^ J?2, • . ., x^ 

die n conjügirten Wurzeln jener Gleichung, so werden durch sie die n con- 
jugirten Gattungsbereiche 

@(a-0, ®(arO, • • ., ©W 

oonstituirt. 
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Jede Grösse X^ des Bereiches @(xi) genügt mit ihreu n conjagirten 
Grössen Xi^ ..., X^ einer Gleichung des nten Grades 

(2.) A«+ß,jr-^+...+ß, = 0, 

deren Coefficienten wiederum rationale Grössen des Bereiches (JR', . . . , Sfi^"^) 
sind. Sind jene Coefficienten sämmtlich ganz, so heisst X eine ganze al- 
gebraische Function des Bereiches @(x). Die ganzen algebraischen Func- 
tionen der Grössen 9i', 91", . . . , 3}^''^ sind auch dadurch charakterisirt, dass 
sie für kein endliches Werthsystem von (91', 91", ..., Sl^*^^) unendlich gross 
werden können. 

Alle Grössen des Bereiches &(x) können durch n rational unab- 
hängige unter ihnen, z. B. durch die n Potenzen 1, x^ a?^, ..., af"^^ in der 
Form : 

(3.) X = f/o+WiX+-' + tf„-ia;""* 

so dargestellt werden, dass ti,,, u^, . . ., ti„_i rational sind, d. h. dem Bereiche 
(91', .••?9fl^'^^) angehören. Bei dieser Darstellung sind aber die ganzen 
mit den gebrochenen algebraischen Grössen des Bereiches @(x) im all- 
gemeinen vermischt, man kann nämlich einer in der Form (3.) dargestellten 
Grösse nicht ansehen, ob ihre Gleichung (2.) nur ganze, oder ob sie auch 
gebrochene Coefficienten besitzt. 

Da nun die Untersuchung alter Grössen von @(x) die Erforschung 
aller ganzen Grössen zur nothwendigen Voraussetzung hat, so ist die 
Aufgabe eine für alle ganzen Grössen und nur für diese gültige Darstellungs- 
form zu finden von grundlegender Bedeutung für die Algebra geworden. 
Diese Aufgabe ist in ihrer ganzen Allgemeinheit zuerst von Leopold Krofh- 
ecker gestellt und gelöst worden. Er hat gezeigt, dass man aus dem Be- 
reiche &(x) eine Anzahl von ganzen Grössen 

80 herausgreifen kann, dass alle ganzen Grössen und nur sie in der Form 

mit ganzen rationalen Coefficienten dargestellt sind. Ein solches System 
heisst ein Fundamentalsystem für den Bereich @(x). Die Anzahl m seiner 
Elemente kann grösser sein, als die Ordnung n von &(x)] alsdann sind 
x^^\ . . ., x^"^^ zwar nicht rational unabhängig, aber man kann dann nicht eine 
jener Grössen durch die übrigen homogen und linear mit ganzen, sondern 
nur mit gebrochenen rationalen Coefficienten darstellen. Ersetzt man in den 
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mehr irredactibel , aber sie kann innerhalb jenes Bereiches auf eine and 
nur eine Weise in ein Product von Primfaetoren zerlegt werden. Fasat 
man die gleichen Primfaetoren zu Potenzen zusammen, so ergiebt sich eine 
Zerlegung 

p ^ ninl\..nl^, 

wo 77i, 7/2, . . . , Tlg die sämmtlichen von einander verschiedenen Primdivi- 
soren von P bedeuten. Von diesen Divisoren denke ich mir diejenigen zu 
einem Product vereinigt, welche zu derselben Potenz a^ erhoben in P vor- 
kommen; diese Zerlegung 

(5.) P f^PtPt..Pt' 

werde der folgenden Untersuchung zu Grunde gelegt. Hier sind also alle 

Exponenten cf^, di^ . . ., d,, von einander verschiedene ganze Zahlen, und 

Pi, P2? • • M ^A bestehen aus lauter von einander verschiedenen Primtheilern. 

Es sei allgemein P^ von der Ordnung ki d. h. das Product N(Pi) aller 

II zu P, conjugirten Theiler sei gleich F^*. Bildet man dann in der Aequi- 
valenz (5.) auf beiden Seiten die Norm, so folgt: 

es besteht also die Gleichung 

(6.) n = Äirfi+Ä2rf2+- • + Mv 

Die Ordnung ki des Divisors Pi kann aber noch anders definirt werden: 
Lttsst man unter den m Elementen x^^\ ..., x^""^ des Fundamentalsystemes 
von & alle diejenigen fort, welche modulo Pi betrachtet durch die Übrigen 
homogen und linear mit ganzen rationalen Coefßcienten dargestellt werden 
können, so gelangt man zuletzt zu einem Systeme von Elementen, welche 
modulo Pi rational unabhängig sind, und durch welche dann modulo Pi be- 
trachtet jede Grösse des Bereiches in der eben angegebenen Weise dar- 
gestellt werden kann. Ein solches System nenne ich ein Fundamentalsystem 
modulo P], und die andere Bedeutung der Ordnungszahl ki von Pi ist die, 
dass m die Anzahl der modulo P, rational unabhängigen ganzen Grössen 
oder die Anzahl der Elemente eines Fundamentalsystemes modulo Pi angiebt. 
Ist nun (5.) die Zerlegung von P in die verschiedenen Potenzen 
seiner Theiler innerhalb @, so besteht der folgende Satz: 

Die Gattungsdiscriminante ^/(9l' 91", .. ., Sl^"^) ist genau durch die 
Potenz 
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oder was dasselbe ist, durch die Potenz 

von P theilbar, wenn A = ÄiH 1-** die Ordnung aller ungleichen 

in P aufgehenden Factoren bedeutet. 

Eine Ausnahme tritt dann und nur dann ein, wenn die unzerlegbare 
Function P ein Theiler des Productes didz. . .d„ der Exponenten von 
Pi, ..., P4 ist. Dies kann also nur dann der Fall sein, wenn P die Va- 
riablen 9i^'^ garnicht enthält, sondern eine reelle Primzahl p ist, und auch 
dann nur in einer sehr kleinen Anzahl ganz specieller Fälle, besonders 
niemals, wenn p grösser ist als die Ordnung n von &. 

Statt des natürlichen Rationalitätsbereiches (91', 91", . • • 1 Sfl^'O ^^^^ 
man der Untersuchung auch einen Gattnngsbereich F zu Grunde legen, 
welcher durch alle rationalen Functionen von einer beliebigen algebraischen 
Grösse § und den v Variablen 9i', 9i", ..., 91^''^ gebildet ist; alsdann sind 
als rational alle Grössen von F und nur diese anzusehen. Genügt dann 
die Grösse x innerhalb dieses Bereiches einer irrednctiblen Gleichung nten 
Grades : 

(7.) x^+M§] 9l',...,9l^''>K-»+...+^a 9i', . . .> gi^^O = 0, 

deren Coefficienten dem Bereiche F angehören, so wird durch alle rationalen 
Functionen von x, deren Coefficienten zu F gehören, wieder ein Gattungs- 
bereich fiter Ordnung constituirt, und wenn Xi, Xj, ..., x^ die n conjugirten 
Wurzeln der Gleichung (7.) bedeuten, so ergeben sich wieder die n con- 
jugirten Bereiche ®(a?,), ©(0:2), . . ., ©(a?«). Sind nun wieder 

Xj^ y Xj^ y • • •, Xj^ (Ir = 1, 2, ., ., ») 

n conjugirte Fundamentalsysteme und J die aus den Determinanten der 
Matrix (x^^) sich ergebende Discriminante der Gattung @, so sind ihre 
Theiler niedrigster oder erster Stufe jetzt Primdivisoren des Rationalitäts- 
bereiches r, und diese können genau ebenso, wie vorher bei dem natür- 
lichen Rationalitätsbereiche (91', 91", . . . , 91^"^) bestimmt werden. 

Es sei nämlich jetzt P ein unzerlegbarer oder Primtheiler erster 
Stufe des Bereiches F, d. h. ein algebraischer Primtheiler innerhalb F 

einer irrednctiblen rationalen Function P(9l', ..., 9l^''0, dann kann P jetzt 
innerhalb ® weiter in seine mehrfachen Theiler zerlegt werden, sodass 

Pf^ Pi^P'y...Pl' 

wird, und P^^ P^, . . ., Ph sämmtlich keine gleichen Factoren enthalten, 
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Während di, . . ., df, von einander verschieden sind. Sind dann k^^ /ts, • . ., kj^ 
die Ordnungszahlen von f*i, f*2» •••» Phy so ist P in der Gattangsdiscri- 
minante genau (n— &)-mal enthalten, wenn wieder 

die Gesammtordnung der von einander verschiedenen Theiler Pi, P2? .••? P* 
von P bedeutet. 

Die Gattungsdiscriminante J ist aber nur eine von n anderen In- 
varianten, auf welche ich bereits in einer früheren Abhandlung hingewiesen 
habe, und deren Bestimmung den Gegenstand dieser Arbeit bildet. Betrachtet 
man nämlich in der aus den n conjugirten Fnndamentalsystemen gebildeten 
Matrix 

M/1 dUi • • • t«/] 

CX^^^ = I ^2 ^2 ... X2 



CO ^(2) ^(m) 



alle Unterdeterminanten einer bestimmten Äten Ordnung, so ist ihr grösster 
gemeinsamer Theiler 2)^ zwar selbst nicht rational, wohl aber eine gewisse 
ganzzahlige Potenz desselben, jeder solcher Determinantentheiler kann also 
als die Wurzel aus einer ganzen Grösse des Rationalitätsbereiches r von 
(^, 91', . . . , Sl^^O dargestellt worden; er besteht also aus einem Producte von 
lauter rationalen Primfactoren mit positiven rational gebrochenen Exponenten. 
Der Beweis dieses Satzes kann wörtlich ebenso geführt werden, wie ich 
ihn flir den Fall | = 1, v = 1 d. h. flir die algebraischen Functionen von 
einer einzigen Variablen dt in einer früheren Arbeit angegeben habe*). Die 
n so sich ergebenden Determinantentheiler Di, Dj, . . ., D^ sind also sämmt- 
lich Wurzelfunctionen dieser Art, von denen jeder ein Theiler der folgenden 
ist. Also sind auch die sog. Elementarlheiler jener Matrix 

wp Dh + 1 

^* = "DT 

ebenfalls ganze Wurzelfunctionen von (f, 91', ..., 9l^*'^) und aus der all- 
gemeinen Theorie der Systeme geht hervor, dass auch in der Reihe 

El, E2, . . ., En 

jede Function ein Vielfaches der vorhergehenden ist. Da das Quadrat des 



*) Ueber einen neuen Fundaraentalsatz in der Theorie der algebraischen Functionen 
einer Variablen. Dieses Journ. Band 115. S. 254—294. Vgl. S. 261. 
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letzten Determinantentheilers D^ gleich der vorher betrachteten Gattungs- 
discriminante J ist, so besteht die Gleichung 

d. h. durch diese Elementartheiler ist die Gattungsdiscriminante eindeutig 
bestimmt, jedoch findet das Umgekehrte offenbar keineswegs statt. 

Die Bestimmung dieser Elementartheiler soll nun für einen Gattungs- 
bereich ® innerhalb eines beliebigen Rationalitätsbereiches /^C^, 91', ..., Sl^'^O 
gegeben werden. Das Princip dieser Herleitung habe ich bereits in einer 
früheren Arbeit benutzt, aber noch nicht auf die Bestimmung jener Elementar- 
theiler angewendet. 

§2. 

Da die Elementartheiler der Matrix (xj^^) sämmtlich Wurzelfunctionen 
des Bereiches /' sind, so braucht man nur zu untersuchen, wie oft ein be- 
liebiger irreductibler Factor P jenes Bereiches der Reihe nach in £i, £2, .-, ^« 
enthalten ist. Bei dieser Betrachtung kann man aber das System von m 
Elementen durch ein einfacheres ersetzen, dessen Elementenzahl gleich n, 
d. h. gleich der Ordnung der betrachten Gattung ist. Bildet man nämlich 
in der Matrix von mn Elementen (xi'^) alle ihre Determinanten «ter Ord- 
nung, so sind ihre Quadrate ganz und rational, sie selbst also Quadrat- 
wurzeln aus ganzen Grössen von F; unter ihnen greife ich die oder, falls 
es mehrere sein sollten, eine von den Determinanten nter Ordnung heraus, 
welche den Primfactor P in der niedrigsten Potenz enthält, und setze die 
Bezeichnung von vorn herein als so gewählt voraus, dass dieses die erste 
Determinante jener Matrix, also die aus den Elementen 

M/ a M/ ■ • ■ • , «Ix 

und ihren conjugirten gebildete Determinante ist. Dann ist jenes System 
(xi^\ . . ., ajj"^) dem ganzen Systeme (x^^) in der Weise äquivalent, dass ihre 
Elementartheiler, soweit sie Potenzen dieses Primfactors P sind, überein- 
stimmen. 

In der That ist jenes specielle System ein Theilsystem von dem 
ganzen Fundamentalsystem und daher sind seine Elementartheiler £|, . . . , £^ 
nach einem bekannten Satze*) Vielfache der Elementartheiler E„ ..., E^ 



•) Vgl. meine Arbeit: Ueber die Elementartheiler coraponirter Systeme; dieses 
Journal Bd. 114 S. 109—115. 
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des ganzen Fandamentalsystemes. Andererseito enthält aber ihr Prodact 
E[...El=^ Dl genau die gleiche Potenz von P wie das Product D^== Ei...E^ 
und hieraus folgt, dass allgemein Ei = E[ sein muss. 

Ein solches System (x^^^, . . . , rr^"^) soll ein Fundamentalsyslem modulo P 
genannt werden. Die Berechtigung dieser Benennung ergiebt sich aus dem 
folgenden Satze: 

Ist (x^^^, . . ., x^"^) ein Fundamentalsystem modulo P flir den 
Gattungsbereich ®(x)^ so kann jede ganze Grösse X auf eine und 
nur eine Weise in der. Form 

mit modulo P ganzen, d. h. mit solchen rationalen Coefficienten 
dargestellt werden, welche P nicht im Nenner enthalten. 
Da nämlich die Determinante des Systemes (orj^^, . . ., rcj"^) von Null 
verschieden ist, so kann eine beliebige ganze Grösse X von ® auf eine 
und nur eine Weise in der obigen Form mit rationalen Coefficienten Uj^ dar- 
gestellt werden. Enthielte nun auch nur ein Coefficient etwa tii den Factor 
P im Nenner, ohne dass er sich forthebt, so würde die Determinante des 
Systemes (Xy\ a?P, .. ., aj^^"^), welche offenbar gleich fii|irP^ . .., ajf"^| ist, P 
mindestens einmal weniger oft enthalten als die des Systemes (x^, ..., a;^"^) 
was der über dieses gemachten Voraussetzung widerstreitet. Die Elemente 
(a:^^^, . . . , 0?^"^) eines Fundamentalsystemes modulo P sind somit für diesen 
Modul in der Weise rational unabhängig, dass eine Congruenz mit ganzen 
rationalen Coefficienten 

u.x^'^+^'^+u^x^''^ = (mod.P) 

dann und nur dann erfüllt ist, wenn alle Coefficienten durch P theilbar sind, 
und umgekehrt erkennt man leicht, dass jedes System von n modulo P 
rational unabhängigen ganzen Grössen ein Fundamentalsystem für P ist, 
denn dann kann jede ganze Grösse X durch seine Elemente homogen und 
linear mit modulo P ganzen Coefficienten dargestellt werden. 

Anstatt also die Elementartheiler des ganzen Fundamentalsystemes 
zu bestimmen, kann man die Theiler eines beliebigen Fundamentalsystemes 
modulo P aufsuchen. 

Es seien nun 

pr, pr. p^n 

die Potenzen von P mit rational gebrochenen Exponenten, welche in den Ele- 
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analoges Weiterschliessen zeigt man^ dass jenes System in der That ein 
Fundamentalsystem modalo Pf' ist. 

Jedes Element dieses Systemes enthält aber die übrigen Divisoren 
Pa, .., Ph ausser P^ genau so oft, als P selbst; denkt man sich also für 
jede dieser A Divisorenpotenzen Pf», ..., P^* das dem Systeme (8.) ent- 
sprechende Fundamentalsystem gebildet, so ergeben ihre n = k^di-l 1-**^* 

Elemente zusammengenommen ein Fundamentalsystem für P, weil eine 
homogene lineare Function jener Elemente mit ganzen Coefficienten nur 

dann durch P theilbar ist, wenn dasselbe für jeden der h Factoren Pf" gilt, 
und dies ist wiederum nur der Fall, wenn alle Coefficienten der Elemente 

des Fundamentalsystemes für Pf* durch P theilbar sind. 

Aus dem so bestimmten Fundamentalsysteme modulo P können nun 
die gesuchten Elementartheiler leicht gefunden werden: Zunächst ist näm- 
lich in dem Partialsystem (8.) jeder der Quotienten: 

^ = PjP^...P^* (t^JM. 2 di-1) 



Pf 

hebst seinen n conjugirten durch die gebrochene Potenz von P 



' ''-• --;^r*^* 



und durch keine höhere Potenz von P algebraisch theilbar, denn beide 
Ausdrücke enthalten Pj genau gleich oft, während jeder der A— 1 anderen 

P — — 

Divisoren in -«^zr öfter als in P''» auftritt. Also ist P'^' der grösste ge- 

P 
meinsame Theiler von ^,. und seinen n conjugirten Functionen. 

Denkt man sich also zu den kidi Elementen des Partialsystemes 
(8.) alle n conjugirten Systeme gebildet, so erhält man eine Matrix von n 
Zeilen und k^d^ Colonnen, in welcher die conjugirten Elemente der ersten 
zweiten, . . . Colonnen der Reihe nach durch die Potenzen 

11 1. p^h pä,. pd, pd, . * p d, p dy 

theilbar sind. Die Exponenten der Potenzen von P, welche so durch ein- 
fache Division aus den Colonnen jener Matrix herausgehoben werden kön- 
nen, lassen sich also in die /r,-mal wiederholte Bruchsequenz: 

Ld. J \d .' d. ' • • •' d.J 
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zn8amnien£as8en. Im Ganzen sind also die Colonnen jener Matrix durch 
die Potenz P^' theilbar, deren Exponent durch die Gleichung 

Ä. = *.(];+-+-^) = P.(rf.-1) 
bestimmt ist. 

Genau ebenso zeigt man nun, dass aus den Matrizen, welche durch 

die zu P^, ..., Pa* gehörigen Fundamentalsysteme und ihre conjugirten 
gebildet werden, durch einfache Division der einzelnen Colonnen gebrochene 
Potenzen von P herausgehoben werden können, deren Exponenten man der 

Reihe nach in die &2-nial wiederholte Sequenz [-t-J, u. s. w., bis zu der 

3 

A^-mal wiederholten Sequenz [^J ordnen kann. 

Im Ganzen wird so aus den Colonnen des ganzen Fundamental- 
systemes modulo P durch einfache Division die Potenz 

herausgehoben, wenn k wieder wie oben die Gesammtordnung der zu ein- 
ander theilerfremden Divisoren von P bedeutet. Dies ist aber genau die 
in der ganzen Determinante enthaltene Potenz von P; das nach jener Di- 
vision der Colonnen verbleibende System ganzer algebraischer Grössen ist 
somit in Bezug auf P ein Einheitssystem, und hieraus folgt endlich nach 
dem in der oben erwähnten Arbeit gegebenen einfachen Beweise, dass jene 
gebrochenen Potenzen von P, welche in den einzelnen Colonnen des Fun- 

damentalsystemes enthalten sind, mit den gesuchten Elementartheilern P^* iden- 
tisch sind. 

Es ergeben sich also die folgenden wichtigen Sätze: 

Die Elementartheiler der Discriminante einer beliebigen Gat- 
tung @ innerhalb eines beliebigen Rationalitätsbereiches F sind 
sämmtlich Wurzelfunctionen jenes Rationalitätsbereiches, deren Ex- 
ponenten rationale echte Brüche sind. 

Ist P irgend eine unzerlegbare rationale Grösse und P'^', P% . . ., P^" 
die in jenen Elementartheilern enthaltenen Potenzen von P, so 
lassen sich die rationalen echten Brüche r^, rj, . . ., r^ stets in 

Sequenzen [jr\ = (-r-, -y-' • • •' — r~) anordnen. 
Ist ferner 



p = p^Piw.p 



k 

h 



Ä 
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die Zerlegang von P in seine mehrfachen Factoren innerhalb ® 
und sind 

die Ordnungszahlen der Factoren Pi, . . ., Ph, so lassen sich die 
Exponenten der in den n Elementartheilern von @ enthaltenen 
Potenzen von P in die Sequenzen 



IdJ' LdJ' • • •' LdJ 



anordnen, welche bezw. 

mal auftreten. Endlich ist die Gattungsdiscriminante von & durch 

P"~* theilbar, wenn ä = &iH h** die Anzahl der zu P gehörigen 

Sequenzen bedeutet. 

Die Elementartheiler der Gattungsdiscriminante bestehen sämmt- 

lieh aus Potenzen von Primfactoren mit positiven echt gebrochenen 

rationalen Exponenten. 
Hier wie in dieser ganzen Arbeit wurde von den Divisoren höherer 
Stufe sowie von denjenigen numerischen Primtheilern p abgesehen, welche 
in dem zugehörigen Producte did2...df, enthalten sind; die gefundenen Sätze 
gelten also höchstens nicht für diejenigen unzerlegbaren Grössen P, welche 
speciell Zahlen und ausserdem gleich oder kleiner sind, als die Ordnung n 
der betrachteten Gattung. 

Ist & speciell eine Galois^che Gattung, stimmen also die zu &(xi) 
conjugirten Gattungsbereiche ©(arj), ..., ®(x^) mit ®(a?i) überein, so ent- 
hält eine beliebige Primfunction P innerhalb ® jeden Primfactor P« genau 
gleich oft, es ist also in diesem Falle 

P -^ PS^, 

wo Po jetzt keine gleichen Primfactoren enthält. Ist also ho die Ordnung 
von Po) so ist k)do = n, und man erhält hier den einfachen Satz: 

Die zu einer unzerlegbaren Function P gehörigen Sequenzen 

für die Discriminante einer Galois^chen Gattung sind alle einander 

gleich, und ihre Anzahl und ihr Nenner sind zwei complemen- 

täre Theiler der Ordnung jener Gattung. 

Die Betrachtungen dieser Arbeit hatten ergeben, dass man für jede 

unzerlegbare Function P als Modul nicht bloss ein Fundamentalsystem 



*)v • *JU a . . . • %A/ 
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von nur n Elementen aufstellen, sondern dieses auch stets so wählen kann, 

dass die Elementartheiler R', f^, . . ., /^* des Systemes (xjp) mit den Thei- 
lern der in einer Colonne stehenden Grössen x[^, a4'^ .-m ^«^ überein- 
stimmen, dass also allgemein 

ist. Diese Theiler sollen als die n Colonnentheiler bezeichnet und ein 
solches System nach einer bereits früher angewendeten Terminologie ein 
kanonisches System genannt werden. Dann ist also kanonisch jedes System, 
dessen n Elementartheiler mit seinen n Colonnentheilern identisch sind. 

Componirt man ein beliebiges System (xi^) vorn mit einem beliebigen 
Einheitssysteme (a^^*^), so besitzt das so erhaltene System 

dieselben Elementartheiler, aber auch dieselben Colonnentheiler; ist nämlich 
(aj*^ das zu (aj*^) reciproke Einheitssystem, so folgt aus der obigen Glei- 
chung die entsprechende: 

Aus ihnen folgt zunächst, dass die entsprechenden Elementartheiler beider 
Systeme identisch sind, da jeder in dem anderen enthalten ist. Aus den 
Gleichungssystemen : 

arW = ai*>^{'>+ar^4'^+-+«I"^^?^ (»-1,2,...,«) 

folgt aber weiter, dass jedes Element der iten Colonne (a:{*\ ..., xi^) durch 
den iten Colonnentheiler von (x^^) theilbar ist, und umgekehrt, d. h. es 
stimmen auch die entsprechenden Colonnentheiler beider Systeme ttberein. 

Wendet man dieses Resultat auf die kanonischen Systeme an, so er- 
giebt sich der für die Anwendungen wichtige Satz: 

Ein kanonisches System modulo P bleibt kanonisch, wenn man 
es vorn mit einem beliebigen Einheitssysteme modulo P componirt 

Selbstverständlich bleibt ein so componirtes System im allgemeinen 
kein Fundamentalsystem für ®(xi) mehr, weil durch jene Composition die 
einzelnen Horizontalreihen zu einander addirt werden. 
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lieber die Elementartheiler zweier Gattungen, 
von denen die eine unter der anderen enthalten ist, 

(Von Herrn Kurt Hetuel.) 



ih» seien 

die n conjugirten Wurzeln einer irredaetibien Gleichung des nten Qrades, 
deren Coefficienten einem beliebigen Rationalitätsbereiche F angehören, 
welcher seinerseits aus algebraischen Grössen bestehen, also ein Gattungs- 
bereich sein kann, und 

die durch jene algebraischen Grössen constituirten conjugirten Gattungs- 
bereiche. 

Es bedeute femer rj^ irgend eine algebraische Grösse des Gattungs- 
bereiches @i, welche aber nicht einer irreductiblen Gleichung vom uten 
Grade genügt, sondern nur einer Gleichung eines Grades v, welcher kleiner 
ist als n. Dann ist v bekanntlich ein Theiler von n, und es sei 

n = fiy. 
Alle rationalen Functionen von % constituiren dann einen Gattungsbereich Gi^ 
dessen Elemente alle auch zu &i gehören, also einen Theilbereich von &i 
bilden; darum heisst der Gattungsbereich Gi unter ®i enthalten. Sind ferner 

die V zu rii conjugirten algebraischen Functionen, so bilden diese v conju- 
girten Gattungsbereiche, welche durch 

Ijl, 1/2^ . . . , (jy ... 

bezeichnet werden mögen. 

Von den n = /nr conjugirten Bereichen @i, ©2, •••? ®n sind nun je 
fi für den Gattungsbereich Gi in der Weise conjugirt, dass ihre symmetrischen 
Functionen jenem Bereiche G^ angehören, und ein Gleiches gilt für einen 
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oder man erhält die folgende Darstellung der Grösse 171: 






in welcher die Coefficienten — , .... — ^ höchstens den Zahlenfactor fi 

als Nenner enthalten können; es ergiebt sich als das Resultat: 

Die Spur (^P^...,l7l'"^) des Fundamentalsystemes (yP\ -MSfi"*^) 
ist ein Fundamentalsystem fUr die Gattung Gi ausser fttr die- 

jenigen Primgrössen, welche Zahlen und in dem Quotienten u = — 

der Ordnungszahlen von &i und Gi enthalten sind. Von diesen 
verschwindend wenigen Ausnahmen soll im Folgenden stets ab- 
gesehen werden. 
Dieses Resultat giebt nun sofort eine wichtige Einsicht in die Be- 
ziehung, welche zwischen den Elementartheilern der enthaltenden und der 
enthaltenen Gattung besteht. Ersetzt man nämlich in der Matrix 

(y) = (yi'\ y?\ ..., »n (.=.2,...«) 

von mn Elementen, welche durch die n conjugirten Fundamentalsysteme 
von ®i, ®2, ..., &n gebildet wird, ihre ersten y Zeilen durch ihre Spuren, 

so erhält man ein System (^), welches sich von (y) nur dadurch unter- 
scheidet, dass an die Stelle der Fundamentalsysteme für die v ersten 
Gattungen ®i, ..., ©^ die entsprechenden Fundamental Systeme fttr die ent- 
haltenen Gattungen Gj, ..., G^ getreten sind, während die n—v letzten 
Zeilen sich gamicht geändert haben. Andererseits erkennt man leicht, daas 

das System (J^j dem Systeme (y) äquivalent ist, denn von seinen r ersten 

Zeilen geht allgemein die i te aus der entsprechenden von (tf) dadurch her- 
vor, dass zu ihr der Reihe nach die (i+^)-te, (•+2y)-te, . . ., («4-(a^— l)^)-te 

Zeile addirt wird. Daraus folgt also, dass die beiden Systeme (J^) und (y) 

dieselben Elementartheiler haben. Betrachtet man jetzt das System 






für sich, welches aus den v conjugirten Fundamentalsystemen für G^ G2, . . ., ö^ 
gebildet ist, so sind seine Elementartheiler Vielfache der entsprechenden 
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Elementartheiler von (^) oder, was dasselbe ist von (j^) selbst; denn das 

System (17) besteht ans den r ersten Zeilen von (^), ist also ein Partial- 

System von diesem*). Hieraus folgt also der wichtige Satz: 

Die Elementartheiler einer beliebigen Gattung sind in den ent- 
sprechenden Theilem einer jeden unter ihr enthaltenen Gattung 
enthalten. 
Eine unmittelbare Folge dieses Satzes, welche aber viel weniger 
tief liegt, als der Satz selbst, ist in dem Theorem ausgesprochen: 

Die Determinantentheiler einer Gattung sind Theiler der ent- 
sprechenden Determinantentheiler jeder in ihr enthaltenen Gattung. 
Die Gattung @i selbst ist offenbar den unter ®i enthaltenen 
Gattungen Gi zuzuzählen; ferner muss man für eine jede Gattung Oi der 
vten Ordnung die Elementartheiler und damit auch die Determinantentheiler 
von höherer als der i^ten Ordnung gleich Null setzen; dann ist jeder 
Elementartheiler, also auch jeder Determinantentheiler einer beliebigen Aten 
Ordnung in allen Theilem derselben Ordnung für alle unter ®i enthaltenen 
Gattungen Gi enthalten, und da &i selbst unter jenen enthaltenen Gattungs* 
bereichen vorkommt, so ergiebt sich der wichtige Satz: 

Diese Elementartheiler (Determinantentheiler) einer beliebigen 
Gattung fiter Ordnung &i sind die grössten gemeinsamen Divisoren 
der entsprechenden Elementartheiler (Determinantentheiler) für alle 
unter @i enthaltenen Gattungen. 

§ 2. 

Im vorigen Abschnitte wurde nachgewiesen, dass sowohl die Deter- 
minantentheiler als auch die Elementartheiler einer Gattung ®i in den ent- 
sprechenden Theilern jeder enthaltenen Gattung G^ enthalten sind, und 
hiemach scheint es zunächst gleichgültig zu sein, ob man die n Deter- 
minantentheiler einer Gattung &i als die fundamentalen, und die n Elementar- 
theiler derselben als die abgeleiteten Invarianten betrachten, oder ob man 



*) Für den Beweis des wichtigen Satzes, dass die Elementartheiler eines beliebigen 
Systemes Theiler der entsprechenden Elementartheiler eines jeden seiner Partialsysteme 
sind, vergleiche z. B. meine Arbeit „Ueber die Elementartheiler componirter Systeme** 
dieses Journal Bd. 114 S. 109—115. 
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lieber umgekehrt die letzteren als die nrsprUngMchen Invarianten an- 
sehen will. 

Im Folgenden soll aber gezeigt werden^ dass zwischen den Elementar- 
theil em der enthaltenden und der enthaltenen Gattung eine noch weit 
engere Beziehung besteht, und zwar eine solche, welche für die Deter- 
minantentheiler nicht erfüllt ist; und hierdurch wird man genöthigt, die 
Elementartheiler als die wesentlichen, ursprünglichen, die Determinanten- 
theiler erst als die abgeleiteten Invarianten anzusehen, im Gegensatz zu 
einer Bemerkung Leopold Kroneckers^ welche sich in seinem Nachlasse vor- 
gefunden hat 

Ist nämlich P irgend ein rationaler Primfactor und sind 

die in den Elementartheilern von &i und 

die in den entsprechenden Elementartheilern von ff^ enthaltenen Potenzen von 

P^ so sind nach dem vorher bewiesenen Satze die Potenzen P^* durch die 

entsprechenden Potenzen i^^ theilbar, aber, und das ist weit wichtiger, die 

V Potenzen P^^ der zweiten Reihe sind idenüech mit gewissen v unter den 
n Potenzen F" der ersten Reihe, es ist also 

WO Ai, A29 •••) Ak gewisse v unter den n Zahlen 1, 2, ..., n bedeuten. 
Ans der Reihe der Elementartheiler 

pr^ pr, pTn 

fallen also beim Uebergange von der enthaltenden zur enthaltenen Gattung 
nur gewisse fort, während die übrigen 

dTa, dTa. p'hy 

völlig ungeändert bleiben; ein Elementartheiler bleibt also bei jenem 
Uebergange entweder ganz ungeändert, oder geht vollständig verloren. 
Bildet man dagegen für die enthaltende und für die enthaltene Gattung 
die beiden Reihen der Determinantentheiler, so sind diese bezw. 

, M » • • • , M m • • • , . M 
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dem Systeme von n^ Elementen 



(y) = ( ) 



die Colonnentheiler mit den Elementartheilern P"', . . . , P^* Übereinstimmen, 
dass also das algebraische System 



m 



ein Einheitssystem modnlo P ist 

Ersetzt man nnn in dem Systeme (jf) wie in dem vorigen Abschnitte 
die V ersten Zeilen dnrch ihre Sparen, so bleibt das sich so ergebende 

äquivalente System (^) ebenfalls ein kanonisches System , wie am Ende 

der vorigen Arbeit nachgewiesen wurde, und seine Colonnentheiler sind 
ebenfalls bezw. gleich Z^', P', . • ., i^"; also ist auch das System 



welches aas ( ^ ) darch Division seiner Colonnen durch ihre Colonnentheiler 

P^' hervorgeht, ebenfalls ein Einheitssystem modnlo P. 

Betrachtet man jetzt wieder nur die ans den v ersten Zeilen von 

f) bestehende Matrix: 






SO kann dasselbe in einem erweiterten Sinne ebenfalls als ein kanonisches 

System mit den Colonnentheilem P^*, . . ., f^* bezeichnet werden; denn 

seine Colonnen sind offenbar bezw. durch P>, . . ., i^" theilbar, und ferner 
zeigt man leicht, dass das System 

(20 (-^). 

welches aus (ij^p) durch Division seiner Colonnen durch die entsprechenden 
Theiler entsteht, ebenfalls ein Einheitssystem modulo P ist In der That 
sind die Quadrate aller Determinanten vter Ordnung von (tj\P) rational, also 



f Ti Vi Vi' ^ 
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Bind alle Determinanten derselben Ordnung von (- V~) ebenfalls ganse 

Grössen, welche durch rational gebrochene Potenzen von P genau theilbar 
sind. Wären nun alle jene Determinanten noch durch eine weitere Potens von 
P theilbar, so wäre dieselbe Potenz auch in der Determinante (1.) enthalten, 
da diese aus dem Laplace^chen Determinantensatze als homogene lineare 
Function jener Determinanten mit ganzen Coefficienten darstellbar ist. Also 
existirt in dem Systeme (2.) mindestens eine Determinante vter Ordnung, 
welche durch P garnicht mehr theilbar ist; es sei die Bezeichnung von 
vornherein so gewählt, dass diese Eigenschaft der ersten jener Determinanten 
zukommt Dann ist das zu dieser gehörige System: 

Vi 1 Vi 1 • • •) VI 

für die enthaltene Gattung Gi ein kanonisches Fundamentalsystem und die 
Potenzen : 

* 9 '9 • • M ' 

sind ihre Elementartheiler, soweit diese Potenzen von P sind; denn das System 

U J^ Vi 

besteht aus lauter ganzen Grössen und ist in Bezug auf P nach dem Vor- 
hergehenden ein Einheitssystem; also sind /^', ..., P'^*' die Elementar- 
theiler des Systemes (»?**^ ..., ^t^O und da dieses echt gebrochene Potenzen 
von P sind, so ist jenes System in der That ein kanonisches Fundamental- 
system. Man erhält also den wichtigen Satz: 

Ist (y^^...,yl*0 ^^^ kanonisches Fundamentalsystem modulo P 
für eine beliebige Gattung ®i und (i?5^\ ..., tj^*^) die Spur desselben 
für eine beliebige unter &i enthaltene Gattung Gi, so kann man 
aus jenem Systeme stets v Elemente so auswählen, dass sie ein 
kanonisches Fundamentalsystem fUr Gi bilden, und die Elementar- 
theiler für Gl sind dann identisch mit den v entsprechenden 
Elementartheilem der enthaltenden Gattung. 
Hiermit ist der im Anfange dieses Abschnittes aufgestellte Satz voll- 
ständig bewiesen. 

Aber jene Beziehung zwischen den Elementartheilem der beiden 
Gattungen Gi und &i ist eine noch engere, als sie in diesem Satze aus- 
gesprochen wurde. In der That können die Exponenten (ri,r2,...,r^) der 
Elementartheiler von ®i, wie in der vorigen Arbeit bewiesen wurde, stets 
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in Brnchsequenzen: 

(8) [i] . [i] [iJ 

angeordnet werden, und nach demselben Satze mnss das Gleiche anch für 
die Exponenten (ri,r2, ...^r^) der Eiementartheiler fttr die enthaltene Gat- 
tung (fi gelten; es seien also: 

(4) [i] . Kr] [i] 

die Sequenzen für diese Gattung. Da aber die v echten Brüche (ri , . . . , r^) 
welche die Sequenzen (4.) bilden, gewisse von den n Brüchen (r,,...,r^) 
sind, aus denen die s Sequenzen (3.) bestehen, so lehrt der blosse Anblick 
jener beiden Reihen, dass die Nenner ^j, cJa, ..., <J^ genaue Theiler von 
gewissen a unter den Nennern cfi, r/2, ..., d, sein müssen. Es ergiebt 
sich also der Fundamentalsatz: 

Sind: 



[ij. f^]. ■ • •• [y 



die sämmtlichen (gleichen oder verschiedenen) Sequenzen eines 
beliebigen Gattungsbereiches ®i in Bezug auf irgend einen rationalen 
Primfactor P, sind ferner 



UJ' Ijj' • • •' UJ 



die entsprechenden Sequenzen flir einen beliebigen unter ®i ent- 
haltenen Bereich ö,, so ist jeder der Nenner d^ ein Theiler eines 
der Nenner dj,^ ferner ist das Product Jj ^2 • . • ^cr aller Nenner 
von (f , ein Theiler des Productes d^di. . .d, aller Nenner von 
®i und endlich ist die Anzahl o aller Sequenzen von Gi höch- 
stens gleich der Anzahl s der Sequenzen von &i. 
Die Discriminanten D und J der Gattungen ®i und 6?, enthalten P 
bezw. in den Potenzen: 

p(d,-i)+...+(d,-i) ^^^ p(a,-i)+...+(.?^-i) 

und da allgemein rf, ein Vielfaches von d^ ist, so folgt als ganz specielles 
CoroUar der bekannte Satz: 

Die Discriminante einer Gattung ist ein Vielfaches der 
criminante einer jeden unter ihr enthaltenen Gattung. 
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Eine zweite interessante Folgerung ergiebt sich unmittelbar aus die- 
sem Satze: Sind s und a die Anzahlen der. zu P gehörigen Sequenzen 
von &i und G^ so ist o ^s und es sind die Discriminanten jener Gattun- 
gen bezw. durch P""* und P""*' theilbar. Soll nun P in der Gattungs- 
discriminante von 6?! garnicht enthalten sein, so muss a = v also v <8 
sein, anderenfalls muss P in der Discriminante von Gi nothwendig auftreten; 
man erhält also den Satz: 

Ist &i eine Gattung nter Ordnung, deren Discriminante durch 
P*"* theilbar ist, so ist die Discriminante einer jeden unter @i 
enthaltenen Gattung von höherer als der «ten Ordnung sicher 
ebenfalls durch P theilbar. 
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•[• Karl Weierstrass- 

(Geb. 31. Oktober 1815, gest. 19. Februar 1897.) 



Am 19. Februar dieses Jahres ist die mathematische Welt durch 
das Hinscheiden von Karl Weierstrass in tiefe Trauer versetzt worden. 

Von seinem ersten Auftreten in der mathematischen Litteratur an 
bis in ein hohes Alter hinein hat Weierstrciss die Wissenschaft nicht nur 
durch seine Entdeckungen bereichert, sondern auch durch sein Eingreifen 
in die Arbeiten der Zeitgenossen und durch seine Lehrtätigkeit an der 
hiesigen Universität, deren Zierde er über 40 Jahre gewesen, in einem sol- 
chen Maasse gefördert, dass eine Würdigung dieser reichen Wirksamkeit 
eine zu umfangreiche Aufgabe ist, um an dieser Stelle Platz zu finden. 

Aber die Redaction dieses Journals hat die besondere Pflicht, hier 
das Andenken des grossen Mathematikers zu ehren. Unser Journal hatte 
das Glück, seine berühmtesten Arbeiten in seine Spalten aufnehmen zu 
können; und unter den Mitwirkenden ziert der Name Weierstrass unser 
Journal vom 53. bis zum 117. Bande, während die Bände 91 bis 103 ihn 
im Verein mit Kronecker als Redacteur bezeichnen durften. 

Berlin, im März 1897. 
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